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1. Inv ariants de Seiber g-Witten des vari ¶et ¶es symplectiques

1.1. Rapp els de g¶eom¶etrie symplectique. (voir [McS1])

D¶e¯nition 1.1. Une 2-forme ! sur une vari¶et¶e X est dite symplectique si
elle est ferm¶ee et non-d¶eg¶en¶er¶ee, c'est-µa-dire si d! = 0 et si ! ^ : : : ^ ! est
une forme volume. Un symplectomorphismef : (X 1; ! 1) ! (X 2; ! 2) est un
di®¶eomorphismequi v¶eri¯e f ¤! 2 = ! 1.

En particulier, toute vari¶et¶e symplectiqueest de dimensionpaire, et dansle
casoµu X est compactela classe[! ] est un ¶el¶ement non nul de H 2(X ; R).

Exemples : structure symplectiquestandard de R2n , ! 0 =
P

dxi ^ dyi ; sur-
facesde Riemann (! = forme volume); vari¶et¶es kÄahl¶eriennes(en particulier
vari¶et¶esprojectivescomplexes).

Contrairement µa la g¶eom¶etrie riemannienne,en g¶eom¶etrie symplectique il
n'y a pasd'invariants locaux :

Th ¶eorµeme 1.2 (Darboux). Toute vari¶et¶e symplectique de dimension 2n est,
en chacunde sespoints, localementsymplectomorpheµa un voisinagede 0 dans
(R2n ; ! 0).
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2 1. INVARIANTS DE SEIBERG-WITTEN DES VARI ¶ET ¶ES SYMPLECTIQUES

En particulier, endimension4, il existeentout point descoordonn¶eeslocales
telles que ! = dx1 ^ dx2 + dx3 ^ dx4 (coordonn¶eesde Darboux).

Th ¶eorµeme 1.3 (Moser). Soit X une vari¶et¶e compacte, et soit (! t )t2 [0;1] une
famil le de formessymplectiquessur X appartenant toutesµa la mêmeclassede
cohomologie. Alors les vari¶et¶es (X ; ! t ) sont toutes symplectomorphes.

D¶e¯nition 1.4. Une structure presque-complexe(i.e. J 2 End(TX ) v¶eri¯ant
J 2 = ¡ 1) est dite compatible avec ! si g(x; y) = ! (x; Jy) est une m¶etrique
riemannienne sur X .

Prop osition 1.5. Toute vari¶et¶e symplectique peut être munie d'une struc-
ture presque-complexecompatible. En outre, l'espace des structures presque-
complexescompatiblesavec ! est contractible.

Cesstructurespresque-complexesnesont eng¶en¶eral pasdesstructurescom-
plexescar ellesne sont pas int¶egrables, i.e. on n'a pas ¹@2

J = 0. En particulier il
est impossiblede d¶e¯nir descoordonn¶eesholomorpheslocales.L'obstruction
µa l'in t¶egrabilit¶e est le tenseur de Nijenhuis, qui d¶ecrit la partie de type (0; 2)
de la di®¶erentielle d'une (1; 0)-forme(ou de fa»con¶equivalente la partie de type
(0; 1) du crochet de Lie de deux champsde vecteursde type (1; 0)). LorsqueJ
est int¶egrablela vari¶et¶e est kÄahl¶erienne.

Si les vari¶et¶es kÄahl¶eriennesfournissent de nombreux exemplesde vari¶et¶es
symplectiques,le cadre symplectique est beaucoupplus vaste. Alors que le
premier nombre de Betti d'une vari¶et¶e kÄahl¶erienneest toujours pair, dans le
cassymplectiqueon a le r¶esultat suivant :

Th ¶eorµeme 1.6 (Gompf [Go]). Tout groupe ¯niment pr¶esent¶e peut être r¶ealis¶e
comme le groupe fondamentald'une vari¶et¶e symplectique compacte de dimen-
sion 4.

1.2. Structures spinc sur une vari ¶et¶e symplectique de dimension 4.
Danstoute la suite, (X ; ! ) estunevari¶et¶esymplectiquecompactededimension
4, que l'on munit d'une structure presque-complexecompatible J et de la
m¶etrique riemanniennecorrespondante g. On v¶eri¯e ais¶ement que la 2-forme
! est autoduale (¤! = ! ) et harmonique(en particulier, b+

2 (X ) ¸ 1).
L'existenced'une structure presque-complexeentra³̂necelled'une structure

spinc canoniquesur X . La raison en est l'existence d'un morphisme naturel
U(2) ! Spinc(4), obtenu de la fa»con suivante : on dispose d'une inclusion
j : U(2) ! SO(4) et de l'application d¶eterminant, cequi permet de construire
le morphisme j £ det : U(2) ! SO(4) £ S1. On v¶eri¯e que ce morphismese
relµeve au rev̂etement doubleSpinc(4) de SO(4) £ S1. Ceci permet, µa partir du
U(2)-¯br ¶e principal associ¶e µa la structure presque-complexeet µa la m¶etrique,
de d¶e¯nir naturellement un Spinc(4)-¯br ¶e principal, c'est-µa-dire une structure
spinc canoniquesur X .

Le ¯br ¶e en droites d¶eterminant de cette structure spinc est, par construc-
tion, celui qui correspond µa la repr¶esentation det : U(2) ! S1 ; c'est donc le
d¶eterminant du ¯br ¶e tangent holomorphe,soit le dual K ¡ 1 du ¯br ¶e canonique
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K = ¤ 2;0T¤X . Le ¯br ¶e desspineurspositifs S+ sescindeen deux sous-¯br¶es
en droites complexes: S+ = C © K ¡ 1 = ¤ 0;0 © ¤ 0;2, tandis que S¡ s'identi¯e
au ¯br ¶e ¤ 0;1 des(0; 1)-formessur X . Lesdeux sous-¯br¶esde S+ correspondent
aux espacespropresde la multiplication de Cli®ord par ! : la forme symplec-
tique agit sur C avec la valeur propre ¡ 2i , et sur K ¡ 1 avec la valeur propre
+2i .

Les autres structures spinc sur X sed¶eduisent de cette structure canonique
en\tordan t" le ¯br ¶edesspineurspar un ¯br ¶eendroitescomplexesquelconque.
Etant donn¶e un ¯br ¶e en droites E sur X , la structure spinc correspondante a
pour ¯br ¶esdespineursS+ = E ©(K ¡ 1­ E) et S¡ = ¤ 0;1­ E. La multiplication
de Cli®ord par ! pr¶eserve µa nouveau la d¶ecomposition de S+ , avec lesmêmes
valeurspropresque pr¶ec¶edemment. En¯n, le ¯br ¶e d¶eterminant correspondant
µa cette structure spinc est L = K ¡ 1 ­ E 2.

Rappelonsquela donn¶eed'une connexionhermitienner L
A sur le ¯br ¶ed¶eterminant

L de la structure spinc et de la connexion de Levi-Civita sur TX permet
de d¶e¯nir une connexionr A sur le ¯br ¶e des spineursS+ . Dans le cas d'une
vari¶et¶e kÄahl¶erienne,lesconnexionspr¶eservent les typesdesformes,cequi per-
met d'¶ecrire la connexionsur S+ = E © (K ¡ 1 ­ E) sousforme diagonale

r A =
µ

r a 0
0 r 0

a

¶
;

oµu r a et r 0
a sont desconnexionssur E et K ¡ 1 ­ E respectivement.

Ce n'est plus vrai dans le cassymplectique,oµu le d¶efaut d'int¶egrabilit¶e de
la structure presque-complexeintroduit des termes non diagonaux dans la
connexion: celle-cisemet alors sousla forme

(1.1) r A =
µ

r a ¡ b¤

b r 0
a

¶
;

oµu b est une 1-forme µa valeurs dans K ¡ 1. Il est important de noter que le
choix de la connexionr L

A ne se manifesteque sur les termes diagonaux : en
particulier, la 1-formebned¶ependquedeJ , maispasde la connexionni même
de la structure spinc choisie (b peut en fait s'exprimer µa l'aide du tenseurde
Nijenhuis). Par ailleurs, dans le cas de la structure spinc canonique,r a est
une connexionsur le ¯br ¶e en droites trivial, ce qui conduit naturellement µa
introduire la connexionsur K ¡ 1 telle que r a soit une connexiontriviale, que
l'on appellera r A 0 . La connexioncorrespondante sur C © K ¡ 1 s'¶ecrit sousla
forme µ

d ¡ b¤

b r A 0

¶
:

Dans le cas g¶en¶eral, la connexion r 0
a sur K ¡ 1 ­ E est donn¶ee par r 0

a =
r A 0 ­ 1 + 1 ­ r a, tandis que r L

A = r A 0 ­ 1 + 2:(1 ­ r a).
On en d¶eduit que les courburesdes connexionsr a et r 0

a s'expriment en
fonction de la courbure FA de r L

A µa l'aide desrelations Fa = 1
2(FA ¡ FA 0 ) et

F 0
a = 1

2(FA + FA 0 ).
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Lemme 1.7 ([T2]). Dans le cas de la structure spinc canonique, la section
constanteu0 = (1; 0) du ¯br ¶e S+ = C © K ¡ 1 v¶eri¯e l'¶equationDA 0 u0 = 0, oµu
DA 0 d¶esignel'op¶erateur de Dirac associ¶e µa r A 0 .

Preuve.On applique DA 0 µa l'¶equation ! ¢u0 + 2i u0 = 0 : dans un repµere
orthonorm¶e local il vient (d! + d¤! ) ¢u0 +

P
(ej ¢! ¢r ej u0 + 2i ej ¢r ej u0) = 0.

Comme ! est harmoniqueet r ej u0 = bj , on a
P

(ej ¢! ¢bj + 2i ej ¢bj ) = 0.
Comme la forme symplectiqueagit sur K ¡ 1 avec la valeur propre 2i , on en
d¶eduit que

P
ej ¢bj = 0, soit DA 0 u0 = 0.

Ceci permet de montrer que l'op¶erateur de Dirac DA 0 peut s'exprimer µa
l'aide desop¶erateurs ¹@et ¹@¤ (les projections de d et d¤ sur ¤ 0;¤) sousla forme
DA 0 =

p
2(¹@+ ¹@¤). Dans le cas g¶en¶eral, l'op¶erateur de Dirac DA associ¶e au

choix d'une connexionr L
A sur le ¯br ¶e d¶eterminant L s'¶ecrit

(1.2) DA =
p

2( ¹@a + ¹@¤
a);

oµu ¹@a et ¹@¤
a sont lesprojectionssur ¤ 0;¤ ­ E desop¶erateursdr a et d¤;r a agissant

sur les formesdi®¶erentielles µa valeursdansE.
N¶eanmoinscesformules doivent être manipul¶eesavec pr¶ecaution, car l'ab-

sencede coordonn¶eeslocalesholomorphesrend lescalculssur lesop¶erateurs ¹@
et ¹@¤ trµesd¶elicats. Dans de nombreux casil est en fait pr¶ef¶erablede revenir µa
la d¶e¯nition de l'op¶erateur de Dirac pour menerµa bien les calculs.

1.3. In varian ts de Seiberg-Witten des vari ¶et¶es symplectiques. (voir
[T1]). Les¶equationsde Seiberg-Witten sur une vari¶et¶e compacteX de dimen-
sion 4 munie d'une structure spinc s sont les¶equations

(1.3)

(
DA Ã = 0
F +

A = (Ã¤ ­ Ã)0 + ¹

oµu lesinconnuessont uneconnexionhermitienner L
A sur le ¯br ¶ed¶eterminant L

et un spineurÃ 2 ¡( S+ ). Dansces¶equations,DA d¶esignel'op¶erateur de Dirac
associ¶e µa r L

A , et F +
A est la partie autoduale de la courbure de la connexion

r L
A (c'est une sectionde ¤ 2;+ ­ iR). La notation (Ã¤ ­ Ã)0 d¶esignela partie

sanstrace de l'endomorphismehermitien Ã¤ ­ Ã 2 ¡(End (S+ )) ; on rappelle
que la multiplication de Cli®ord induit un isomorphismeentre ¤ 2;+ ­ iR et
Endherm

0 (S+ ), cequi permet d'identi¯er implicitement (Ã¤ ­ Ã)0 µa une 2-forme
autoduale dans cette ¶equation. Le paramµetre ¹ est une section arbitraire de
¤ 2;+ ­ iR, qui doit être choisie de fa»con g¶en¶erique a¯n de pouvoir d¶e¯nir un
invariant.

Le groupe de jaugeG = C1 (X ; U(1)) agit sur l'espacedessolutions par

g:(A; Ã) = (A ¡ 2g¡ 1dg; gÃ):

Cette action est libre dµesqu'il n'existe pasde solutionsv¶eri¯ant Ã ´ 0, cequi
est le cas pour ¹ g¶en¶erique. L'espacedes modules M (s) est, par d¶e¯nition,
le quotient de l'espacedes solutions de (1.3) par G. Si b+

2 (X ) 6= 0 (ce qui
est toujours le cas pour une vari¶et¶e symplectique), un choix g¶en¶erique de ¹
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permet de d'assurerquel'espacedesmodulesest unevari¶et¶e lissecompactede
dimension

d(s) = ¡
1
4

(2Â(X ) + 3¾(X )) +
1
4

c1(L)2:

De plus, le choix d'une orientation de la droite d¶eterminant de la cohomologie
de X d¶etermineune orientation de M (s).

Nous donnonsmaintenant une d¶e¯nition des invariants de Seiberg-Witten
¶etendus qui interviennent dans l'¶enonc¶e des r¶esultats de Taubes [T1] : ces
invariants permettent d'associer µa toute structure spinc sur X un ¶el¶ement de
Z © H 1(X ) © ¤ 2H 1(X ) © ¢¢¢© ¤ b1 H 1(X ) (la projection sur le premier facteur
Z redonnel'in variant usuel).

Dans le casoµu la dimensiond(s) est n¶egative (ce qui implique M (s) = ; ),
l'in variant SW(s) est par d¶e¯nition nul. Dans le cas oµu d(s) = 0, l'espace
des modules se composed'un nombre ¯ni de points a®ect¶es de signes§ 1 :
l'in variant de Seiberg-Witten est alors l'¶el¶ement de Z obtenu en comptant les
points de M (s) avec leur signe.

Lorsqued(s) > 0, la d¶e¯nition est plus compliqu¶eeet fait intervenir l'espace

E = f (x; (A; Ã)) 2 X £ Conn(L)£ ¡( S+ ); SW¹ (A; Ã) = 0g=f g 2 G; g(x) = 1g:

E est,pour ¹ g¶en¶erique,un S1-¯br ¶eprincipal sur X £ M : le slant-produit avec
sa classede Chern c1(E) d¶e¯nit un morphismeÁ : H¤(X ; Z) ! H 2¡¤ (M ; Z).
On d¶e¯nit alors l'in variant SW(s) par

hSW(s); ° 1 ^ ¢¢¢^ ° pi =
Z

M (s)
Á(°1) ^ ¢¢¢^ Á(° p) ^ Á(pt )(d¡ p)=2

pour tous ° 1; : : : ; ° p 2 H1(X ; Z) (cette quantit ¶e est toujours nulle si p n'est
pasde la mêmeparit¶e que 1 ¡ b1 + b+

2 ).
Dans le casoµu la vari¶et¶e X v¶eri¯e b+

2 (X ) ¸ 2, l'in variant SW(s) ainsi d¶e¯ni
ne d¶epend ni du choix de la 2-forme¹ , ni du choix de la m¶etrique sur X . En
revanche,lorsqueb+

2 (X ) = 1 l'espacedesm¶etriqueset desperturbations admis-
siblescomporte deux chambres, et la valeur desinvariants de Seiberg-Witten
d¶ependde la chambre choisie.Soit ! g une2-formeautodualeharmoniquepour
la m¶etrique choisie (! g est unique µa multiplication par une constante prµes) :
alors lesdeux chambrescorrespondent respectivement aux valeursstrictement
positiveset strictement n¶egativesde la quantit ¶e

i
Z

X
! g ^ ¹ ¡ 2¼[! g] ¢c1(L):

A l'in t¶erieur de chaquechambre l'in variant de Seiberg-Witten est bien d¶e¯ni
ind¶ependamment de la m¶etrique et de ¹ .

En¯n, notons qu'µa toute structure spinc s on peut associer une structure
spinc duales¤, dont le ¯br ¶e d¶eterminant est L ¡ 1 et le ¯br ¶e de spineurspositifs
est (S+ )¤ : on peut v¶eri¯er que, si (r L

A ; Ã) est une solution des¶equationsde
Seiberg-Witten pour la structure spinc s et la perturbation ¹ , alors((r L

A )¤; Ã¤)
est ¶egalement une solution des¶equationspour la structure spinc duale s¤ et
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la perturbation ¡ ¹ . On en d¶eduit en particulier que les invariants de Seiberg-
Witten SW(s) et SW(s¤) sont ¶egauxau signeprµes lorsqueb+

2 ¸ 2 (et aprµes
changement de chambre dans le casb+

2 = 1).

Dans le casd'une vari¶et¶e symplectique,nous avons vu que le ¯br ¶e desspi-
neurspositifs semet sousla formeS+ = E ©(K ¡ 1 ­ E), et quela donn¶eed'une
connexionr L

A sur le ¯br ¶e d¶eterminant de la structure spinc est ¶equivalente µa
celled'une connexionr a sur le ¯br ¶e E. Ceci permet de r¶e¶ecrire les¶equations
de Seiberg-Witten de la fa»consuivante, en notant ® et ¯ lesdeux composantes
du spineur Ã :

(1.4)

8
><

>:

¹@a®+ ¹@¤
a¯ = 0

c(F +
A ) =

1
2

Ã
j®j2 ¡ j¯ j2 2®¯ ¤

2®¤¯ j¯ j2 ¡ j®j2

!

+ c(¹ )

oµu c est la multiplication de Cli®ord. La formule donnant la dimension de
M (s) semet sousla forme

(1.5) d(s) = ¡ c1(K ):c1(E) + c1(E):c1(E):

Cette quantit ¶eest toujours paire,et s'annule pour la structure spinc canonique.
En outre, il est possiblede d¶e¯nir (de fa»con relativement compliqu¶ee) une
orientation canoniquede la droite d¶eterminant de la cohomologiede X , et
donc une orientation canoniquede l'espacedesmodulesM (s). En¯n, dans le
casoµu b+

2 = 1 on choisira de seplacerdansla chambre symplectique([T1]), qui
est cellepour laquelle i

R
X ! ^ ¹ ¡ 2¼[! ] ¢c1(L) > 0 (il s'agit en particulier de

la chambre obtenue en prenant pour perturbation la 2-forme ¹ = ¡ is! avec
s À 0). Cesconventions permettent de d¶e¯nir sansambiguÄ³t¶e lesinvariants de
Seiberg-Witten d'une vari¶et¶e symplectique.

Remarque : dans le cadre symplectique, la d¶ecomposition du spineur Ã en ses
composantes® et ¯ permet d'in terpr¶eter de fa»con¶el¶egante la d¶e¯nition desinvariants
de Seiberg-Witten dans le casoµu la dimension de M (s) est strictement positive. En
e®et,en tout point p = (x; [A; Ã]) de X £ M on disposedesdeux composantes ®(x)
et ¯ (x) du spineur Ã, qui sont des¶el¶ements desdroites complexesEx et (K ¡ 1 ­ E )x ,
d¶e¯nis µa l'action de U(1) prµes. Fixons des trivialisations de cesdeux droites com-
plexes.La ¯bre de E au point p correspond pr¶ecis¶ement µa l'ensemble des choix de
jauge possiblesau point x : ainsi, si ®(x) 6= 0 la condition arg®(x) = 0 d¶e¯nit un
¶el¶ement de Ep (de mêmepour ¯ (x) s'il est non nul). ®(x) et ¯ (x) d¶e¯nissent donc, lµa
oµu ils ne s'annulent pas, dessectionsde E sur f xg £ M . On en d¶eduit que la classe
Á(pt ) 2 H 2(M ; Z), qui est pr¶ecis¶ement c1(Ejf xg£M ), est en fait le dual de Poincar¶e
de la classefondamentale du cycle dansM form¶e dessolutions de (1.4) qui v¶eri¯ent
®(x) = 0 (ou de fa»con ¶equivalente ¯ (x) = 0). La projection de SW(s) sur le facteur
Z s'interprµete donc comme le comptage des solutions de (1.4) dont la composante
® (ou de fa»con ¶equivalente la composante ¯ ) s'annule en d=2 points ¯x ¶esde X . De
même, hSW(s); ° 1 ^ ¢¢¢^ ° pi compte les solutions de (1.4) dont la composante ®
s'annule en un point de chacun des lacets ° i ainsi qu'en (d ¡ p)=2 points de X .
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1.4. Le cas des vari ¶et¶es kÄahl¶eriennes. Le cas des vari¶et¶es kÄahl¶eriennes,
qui a servi de modµele aux r¶esultats de Taubes dans le cas symplectique,est
particuliµerement simple, commel'a observ¶e Witten dµes1994[W]. En e®et,les
¶equationsde Seiberg-Witten non perturb¶eessemettent sousla forme

(1.6)

8
>>>><

>>>>:

¹@a®+ ¹@¤
a¯ = 0

F 2;0
A = ®¯ ¤

F !
A =

i!
4

(j®j2 ¡ j¯ j2)

F 0;2
A = ®¤¯

(oµu F !
A d¶esignela partie de type (1; 1) de F +

A ). Rappelons que les solutions
des¶equationsnon perturb¶eescorrespondent pr¶ecis¶ement µa l'annulation de la
fonctionnelle d'¶energie

E(A; Ã) =
Z

X
jF +

A ¡ (Ã¤ ­ Ã)0j2 + jDA Ãj2(1.7)

=
Z

X
jF +

A j2 + jr A Ãj2 +
R
4

jÃj2 +
1
8

jÃj4;

oµu R est la courbure scalairede la m¶etrique choisie sur X . Comme dans le
casKÄahler la connexionr A pr¶eserve les typesdesformes,cette fonctionnelle
d'¶energiev¶eri¯e clairement la relation E(A; (®; ¯ )) = E(A; (®; ¡ ¯ )). Ceci im-
plique que si (A; ®; ¯ ) est solution de (1.6), alors (A; ®; ¡ ¯ ) l'est ¶egalement.

On en d¶eduit imm¶ediatement que toute solution v¶eri¯e F 2;0
A = ®¯ ¤ = 0 et

F 0;2
A = ®¤¯ = 0 : en particulier, les connexionsconsid¶er¶eessont holomorphes,

et lesclassesde base(i.e. lesc1(L) pour lesquelsil existedessolutions) sont de
type (1; 1). En outre, l'annulation de ®¤¯ implique que soit ® = 0 soit ¯ = 0.
Pour d¶eterminer laquelledesdeux composantes est nulle, on remarqueque

8¼c1(L) ¢[! ] =
Z

X
4i FA ^ ! =

Z

X
(j¯ j2 ¡ j®j2)! ^ ! ;

ce qui implique que ® = 0 lorsque c1(L) ¢[! ] ¸ 0 tandis que ¯ = 0 lorsque
c1(L) ¢[! ] · 0.

Quitte µa passerµa la structure spinc duale (ce qui revient µa remplacerE par
K ­ E ¡ 1, en ¶echangeant les composantes ® et ¯ ), on peut se restreindre au
casoµu ¯ = 0. L'¶equation de Dirac donnealors ¹@a® = 0, c'est-µa-dire que ® est
une sectionholomorphede E.

A¯n ded¶eterminerlesinvariants deSeiberg-Witten d'une vari¶et¶ekÄahl¶erienne
il est n¶ecessairede travailler avec les ¶equationsperturb¶ees,ce qui complique
l'in terpr¶etation de l'espacedesmodules.N¶eanmoins,la description de l'espace
dessolutionsen termesde sectionsholomorphesdu ¯br ¶e E est l'une desid¶ees
essentielles qui ont guid¶e Taubes dans son ¶etude des invariants de Seiberg-
Witten desvari¶et¶essymplectiques.
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2. Inv ariants de Seiber g-Witten et inv ariants de
Gr omov-Witten

2.1. Premiers r¶esultats dans le cas symplectique. En identi¯an t l'en-
semble desstructures spinc sur X avecH 2(X ; Z), on notera d¶esormaisSW(E)
l'in variant deSeiberg-Witten correspondant µa la structure spinc obtenueµa par-
tir de la structure canoniquepar tensorisationpar le ¯br ¶e en droites E.

Th ¶eorµeme 2.1 (Taubes[T2],[T3]). Soit (X ; ! ) une vari¶et¶e symplectiquecom-
pacte de dimension 4 avec b+

2 ¸ 2 : alors les invariants de Seiberg-Witten
associ¶es µa la structure spinc canonique et µa la structure duale valent res-
pectivement SW(C) = 1 et SW(K ) = § 1. De plus, si SW(E) 6= 0 alors
0 · c1(E) ¢[! ] · c1(K ) ¢[! ], ces in¶egalit¶es ¶etant strictes sauf si E = C ou
E = K .

Dans le cas oµu b+
2 = 1 (et dans la chambre symplectique), on a encore

SW(C) = 1, et si SW(E) 6= 0 alors 0 · c1(E) ¢[! ] avec ¶egalit¶e ssi E = C.

Ce r¶esultat s'obtient en consid¶erant les ¶equations de Seiberg-Witten per-
turb¶eespar la 2-forme¹ = F +

A 0
¡ i

4r ! , oµu r > 0 estun nombre r¶eelquel'on fait
tendre versl'in¯ni. A¯n de conserver desquantit ¶esborn¶ees,on note d¶esormais
Ã = r 1=2(®; ¯ ). Aveccesconventions, les¶equationsde Seiberg-Witten (1.4) se
mettent sousla forme

(2.1)

8
><

>:

¹@a®+ ¹@¤
a¯ = 0

c(F +
A ¡ F +

A 0
) =

r
2

Ã
j®j2 ¡ j¯ j2 ¡ 1 2®¯ ¤

2®¤¯ j¯ j2 ¡ j®j2 + 1

!

La preuve du Th¶eorµeme2.1 reposesur la formule de WeitzenbÄock

(2.2) D 2
A Ã = r ¤

A r A Ã +
R
4

Ã +
1
2

c(F +
A )Ã;

oµu R est la courbure scalairede la vari¶et¶e X . On commencepar prouver les
formulessuivantes :
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Lemme 2.2. Pour tout spineur (®; ¯ ) on a
Z

hr a®; b¤¯ i + hb®; r 0
a¯ i +

1
2

hc(F +
A 0

)®; ¯ i = 0(2.3)
Z

jbj2j®j2 +
1
2

hc(F +
A 0

)®; ®i +
R
4

j®j2 = 0(2.4)
Z

jbj2j¯ j2 ¡
1
2

hc(F +
A 0

)¯ ; ¯ i +
R
4

j¯ j2 = 0(2.5)

Preuve.D'aprµes le Lemme 1.7, dans le casde la structure spinc canonique
on a DA 0 u0 = 0, oµu u0 = (1; 0). En notant Ã un spineur quelconquepour la
structure canonique,la formule de WeitzenbÄock donne

Z
hD 2

A 0
u0; Ãi =

Z
hb;r A 0 Ãi +

1
2

hc(F +
A 0

)u0; Ãi +
R
4

hu0; Ãi = 0:

En appliquant cette formule pour Ã = (0; ®¤¯ ) avec ® et ¯ dessectionsde E
et K ¡ 1 ­ E, on en d¶eduit que

Z
hb;(r a®)¤¯ + ®¤r 0

a¯ i +
1
2

hc(F +
A 0

)u0; ®¤¯ i = 0;

d'oµu l'on tire imm¶ediatement (2.3). Si l'on applique cette mêmeformule pour
Ã = (j®j2; 0) on obtient

Z
hb;bj®j2i +

1
2

hc(F +
A 0

)u0; j®j2u0i +
R
4

j®j2 = 0;

ce qui donne imm¶ediatement (2.4). En¯n, avec Ã = (j¯ j2; 0) on obtient de
même (2.5) en remarquant que, comme c(F +

A 0
) est un endomorphismesans

trace de S+ , on a hc(F +
A 0

)¯ ; ¯ i = ¡h c(F +
A 0

)u0; j¯ j2u0i :

Lemme 2.3. Pour toute solution de (2.1) on a
Z

jr 0
a¯ j2 ¡ 2hr a®; b¤¯ i + hc(F +

A 0
)¯ ; ¯ i +

r
4

(j®j2 + j¯ j2 + 1)j¯ j2 = 0(2.6)
Z

jr a®j2 +
r
4

(j®j2 ¡ j¯ j2 ¡ 1)j®j2 ¡ jDA ¯ j2 = 0(2.7)

Preuve.La formule de WeitzenbÄock donne

0 =
Z

hD 2
A (r ¡ 1=2Ã); ¯ i

=
Z

hr A (r ¡ 1=2Ã); r A ¯ i +
R
4

j¯ j2 +
1
2

hc(F +
A )(r ¡ 1=2Ã); ¯ i

=
Z

jr 0
a¯ j2 + hb®; r 0

a¯ i ¡ hr a®; b¤¯ i + jbj2j¯ j2 +
R
4

j¯ j2

+
1
2

hc(F +
A 0

)®; ¯ i +
1
2

hc(F +
A 0

)¯ ; ¯ i +
r
2

j®j2j¯ j2 +
r
4

(j¯ j2 ¡ j®j2 + 1)j¯ j2:

En substituant (2.3) et (2.5) danscette expressionon obtient (2.6).
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De même,la formule de WeitzenbÄock permet d'¶ecrire

0 =
Z

hD 2
A ®; ®i + hD 2

A ¯ ; ®i

=
Z

jr a®j2 + jbj2j®j2 +
R
4

j®j2 +
1
2

hc(F +
A 0

)®; ®i

+
r
4

(j®j2 ¡ j¯ j2 ¡ 1)j®j2 + hDA ¯ ; DA ®i :

On end¶eduit (2.7) ensubstituant (2.4) danscette expressionet en remarquant
que DA ® = ¡ DA ¯ .

Preuvedu Th¶eorµeme2.1. Dans(2.6), le terme r
4 j¯ j4 est minor¶e par 0, tandis

que hc(F +
A 0

)¯ ; ¯ i est minor¶e par ¡ k1j¯ j2 pour une certaineconstante k1. On a
donc Z

r
4

j®j2j¯ j2 + (
r
4

¡ k1)j¯ j2 + jr 0
a¯ j2 · 2

Z
hr a®; b¤¯ i :

Commebestborn¶euniform¶ement par unecertaineconstante k2, cette quantit ¶e
est pour tout ² > 0 born¶eepar k2

R
(r ²)¡ 1jr a®j2 + r ²j¯ j2. En prenant ² = 1

16 et
en supposant que r ¸ 16k1, on obtient l'existenced'une constante k3 telle que

(2.8)
Z

r
4

j®j2j¯ j2 +
r
8

j¯ j2 + jr 0
a¯ j2 ·

k3

r

Z
jr a®j2:

Autrement dit, kr 1=2®¯ kL 2 , kr 1=2¯ kL 2 et kr 0
a¯ kL 2 sont born¶espar un multiple

uniforme de r ¡ 1=2kr a®kL 2 . Il est µa noter que kDA ¯ kL 2 = k¹@¤
a¯ kL 2 · kr 0

a¯ kL 2

satisfait ¶egalement une borne du mêmetype.
L'¶equation (2.7) se r¶e¶ecrit, par ajout de termes de part et d'autre, sousla

formeZ
jr a®j2 +

r
4

(j®j2 ¡ 1)2 =
Z

r
4

j¯ j2(j®j2 ¡ 1) ¡
r
4

(j®j2 ¡ j¯ j2 ¡ 1) + jDA ¯ j2:

Comme (FA ¡ FA 0 ) ^ ! = ir
2 (j®j2 ¡ j¯ j2 ¡ 1)vol, et en utilisant les bornes

uniformesobtenuesci-dessuspour kDA ¯ kL 2 et kr 1=2®¯ kL 2 , on a donc
Z

jr a®j2 +
r
4

(j®j2 ¡ 1)2 ·
k4

r

Z
jr a®j2 +

i
2

Z
(FA ¡ FA 0 ) ^ !

pour une certaineconstante k4. Si l'on supposer assezgrand (r > 2k4), on en
d¶eduit que

Z
1
2

jr a®j2 +
r
4

(j®j2 ¡ 1)2 ·
i
2

Z
(FA ¡ FA 0 ) ^ ! = 2¼c1(E) ¢[! ]:

Commele membredegaucheestunequantit ¶epositive, les¶equationsdeSeiberg-
Witten ne peuvent admettre de solutionspour r grand que si c1(E) ¢[! ] ¸ 0 :
dansle cascontraire l'in variant de Seiberg-Witten est doncn¶ecessairement nul
(dans le casb+

2 = 1 on v¶eri¯e ais¶ement que la perturbation choisiecorrespond
µa la chambre symplectique).

Par ailleurs, lorsquec1(E) ¢[! ] = 0 on doit n¶ecessairement avoir r a® ´ 0
et j®j ´ 1. Ceci entra³̂ne que, aprµesune transformation de jauge convenable,
r a est la connexion triviale sur le ¯br ¶e trivial et ® est la section constante
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¶egaleµa 1. De plus, (2.8) implique que ¯ ´ 0. On en d¶eduit donc que, sous
l'hypothµesec1(E) ¢[! ] = 0, il ne peut y avoir de solutions que si la structure
spinc choisieest la structure canonique,et que danscecasl'unique solution µa
¶equivalencede jaugeprµesest (A; Ã) = (A0; r 1=2u0).

En outre, un rapidecalculpermetdev¶eri¯er quela lin¶earisationdes¶equations
de Seiberg-Witten en (A0; r 1=2u0) est surjective (ceci s'obtient en remarquant
quele complexeelliptique associ¶eestd'indice nul et quele noyau del'op¶erateur
lin¶earis¶e est r¶eduit µa 0). On en d¶eduit que la perturbation choisie satisfait
aux propri¶et¶es de g¶en¶ericit¶e requises,et on a donc SW(C) = § 1. Un calcul
m¶eticuleux sur les orientations permet de v¶eri¯er que la bonnevaleur est +1.

Dans le cas b+
2 ¸ 2, la propri¶et¶e d'¶egalit¶e au signe prµes des invariants de

Seiberg-Witten associ¶esµa desstructures spinc dualesl'une de l'autre permet
µa partir desr¶esultats obtenus ci-dessusde montrer que SW(K ) = § 1 et que
c1(E) ¢[! ] · c1(K ) ¢[! ] dµes que SW(E) 6= 0, ce qui achµeve la preuve du
Th¶eorµeme2.1.

Le Th¶eorµeme2.1fournit desobstructionstrµesfortesµa l'existenced'une struc-
ture symplectiquesur une vari¶et¶e compactede dimension4. Par exemple,une
vari¶et¶e dont les invariants de Seiberg-Witten sont nuls ne peut être symplec-
tique : ceci exclut en particulier toutes les vari¶et¶es µa b+

2 ¸ 2 qui admettent
une m¶etrique µa courbure scalairepositive, ainsi que toutes cellesqui peuvent
sed¶ecomposeren la sommeconnexede deux vari¶et¶esµa b+

2 ¸ 1.

2.2. Courb es pseudo-holomorphes et invarian ts de Gromo v-Witten.
Cette partie estconsacr¶eeµa la d¶e¯nition desinvariants deGromov-Witten selon
lesconventions introduitespar Taubes([T6], [T1]). Soit (X ; ! ) unevari¶et¶esym-
plectique compactede dimension4, munie d'une structure presque-complexe
compatible J et de la m¶etrique riemanniennecorrespondante g.

D¶e¯nition 2.4. Une sous-vari¶et¶e § ½ X est dite pseudo-holomorphesi elle
v¶eri¯e J (T§) = T§ .

En particulier, la restriction de ! µa § estnon d¶eg¶en¶er¶ee,cequi implique que
§ est une sous-vari¶et¶e symplectiquede X et en particulier que [! ] ¢[§] > 0.
Le long d'une courbe pseudo-holomorphele ¯br ¶e tangent TX se scinde en
T§ © N §, et J d¶e¯nit une structure complexesur chacun de cesdeux sous-
¯br ¶es.On en d¶eduit que le genred'une courbe pseudo-holomorphecompacte
connexeest donn¶e par la formule suivante (formule d'adjonction) :

(2.9) 2g ¡ 2 = [§] ¢[§] + c1(K ) ¢[§]

Cette formule s'appliqueen fait aussiaux sous-vari¶et¶essymplectiques.
La m¶etrique riemanniennesur TX d¶e¯nit une connexionsur le ¯br ¶e nor-

mal N §, qui est donc un ¯br ¶e en droites holomorphe.Ceci permet de d¶e¯nir
l'op¶erateur ¹@: ¡( N §) ! ¡( T¤§ (0;1) ­ N §). Dans le casholomorphele noyau
de ¹@d¶ecrit l'espacedes d¶eformations in¯nit ¶esimalesde § en tant que sous-
vari¶et¶e holomorphede X ; dans le caspseudo-holomorphece n'est pas le cas,
et l'op¶erateur D dont le noyau d¶ecrit les d¶eformations pseudo-holomorphes
in¯nit ¶esimalesdi®µere de ¹@par un terme d'ordre 0 (ce terme est en g¶en¶eral
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seulement R-lin¶eaire, et s'exprime µa l'aide du 1-jet de la structure presque
complexeau voisinagede §). N¶eanmoins,l'op¶erateur D a le même symbole
que ¹@, et est donc elliptique, de mêmeindice que ¹@. Le th¶eorµemede Riemann-
Roch permet d'obtenir

(2.10) indR D = ¡ c1(K ) ¢[§] + [§] ¢[§] :

Cette quantit ¶e est toujours paire puisquec'est le double de l'indice usuel (sur
C). Il est important de noter que cette formule ne donne la dimension de
l'espacedesd¶eformationsd'une courbe pseudo-holomorpheque lorsquele co-
noyau de D est trivial. Ceci n'est pasvrai en g¶en¶eral, mais un choix g¶en¶erique
de la structure presque-complexeJ su±t µa assurerque CokerD = f 0g pour
toutes lescourbespseudo-holomorphesde X (voir par exemple[McS2]). Dans
la suite on fera naturellement l'hypothµeseque la structure presque-complexe
choisie possµede cette propri¶et¶e de g¶en¶ericit¶e, ce qui permet de s'assurerque
l'espacedes modules des sous-vari¶et¶es pseudo-holomorphesrepr¶esentant une
classed'homologiedonn¶eeest lisseet quesadimensionest donn¶eepar (2.10).

Soit e 2 H 2(X ; Z) une classede cohomologiē x ¶ee.Nous allons d¶e¯nir l'in-
variant Gr (e) 2 Z © ¤ 2H 1(X ; Z) © ¢¢¢© ¤ dH 1(X ; Z), oµu d = ¡ c1(K ) ¢e+ e¢e
est la dimensiondonn¶eepar (2.10), selonles conventions donn¶eespar Taubes
dans [T1]. Lorsqued < 0 on poseGr (e) = 0; on supposeradans la suite que
d ¸ 0. On pose¶egalement Gr (0) = 1, ce qui permet de selimiter au casoµu la
classee est non triviale. Soit p un entier pair compris entre 0 et d, et soient
°1; : : : ; ° p des¶el¶ements de H1(X ; Z), repr¶esent¶espar deslacetsplong¶eset mu-
tuellement disjoints de X . On note ¡ = f ° j g1· j · p. En¯n, soit ­ un ensemble
de (d ¡ p)=2 points de X n'appartenant pasaux lacetsde ¡. En premiµereap-
proximation, on peut dire que hGr (e); ° 1 ^ ¢¢¢^ ° pi compte les sous-vari¶et¶es
pseudo-holomorphescompactes(non n¶ecessairement connexes)de X r¶ealisant
la classed'homologie e, intersectant chacun des lacets de ¡, et passant par
tous les points de ­. Pour être plus pr¶ecis on doit introduire les d¶e¯nitions
suivantes :

D¶e¯nition 2.5. On note H = H(e;J; ¡ ; ­) l'ensembledes collections h =
f (Ck ; mk)g oµu chaqueCk est une sous-vari¶et¶e pseudo-holomorphecompacte
connexedeX et chaquemk estun entier strictement positif, v¶eri¯ant lescondi-
tions suivantes:

1: dk = ¡ c1(K ) ¢[Ck ] + [Ck ] ¢[Ck ] ¸ 0 pour tout k.
2: mk = 1 sauf si Ck est de genre 1 et v¶eri¯e [Ck ] ¢[Ck ] = 0.
3:

P
mk [Ck ] = e:

4: Il existe une partition ¡ = [ k¡ k , chaque¡ k contenant un nombre pair
pk · dk de lacets de ¡ , de telle sorte queCk intersecte chaquelacet de ¡ k en
exactementun point, de fa»con transverse,et n'intersecte aucun des lacets de
¡ ¡ ¡ k .

5: Chaquecourbe Ck contient exactement(dk ¡ pk)=2 points de ­ .
6: Les courbes Ck sont mutuellement disjointes.
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Etant donn¶e un ¶el¶ement h 2 H, pour tout (Ck ; mk) tel que dk > 0 on
d¶e¯nit un espacevectoriel Vk de dimension r¶eelle 2dk comme la sommedi-
recte des espacessuivants : pour chaque point z 2 Ck \ ­, l'espace(N Ck)z

(de dimension2), et pour chaque° 2 ¡ k , l'in tersection desespacesnormaux
(N Ck)z \ (N ° )z, oµu z est le point d'intersection de Ck avec ° (cet espace
est de dimension1). Commechaquelacet ° est orient¶e, chaquefacteur de Vk

a une orientation naturelle; le choix d'un ordre sur ¡ k d¶etermine donc une
orientation de l'espaceVk .

A toute sectionde N Ck on peut associer un ¶el¶ement de Vk (par restriction
aux points de ­ et par projection sur N ° aux points d'intersection avec ¡ k) ;
la restriction µa Ker D de cette application ¡( N Ck) ! Vk seranot¶ee¼k .

Pour un choix g¶en¶erique de (J; ¡ ; ­), l'ensemble H est ¯ni, et pour tout
¶el¶ement h 2 H chacunedes composantes (Ck ; mk) v¶eri¯e les propri¶et¶es sui-
vantes :

a) CokerD = f 0g;
b) lorsquedk > 0, l'application ¼k : Ker D ! Vk est un isomorphisme;
c) lorsquemk > 1, le relµevement de D µa tout rev̂etement ¯ni du tore Ck a

un conoyau trivial.

A chaque(Ck ; mk) nousallons maintenant associer un entier r (Ck ; mk) qui
servira µa associer une multiplicit ¶e µa chaque ¶el¶ement de H. Cette ¶etape est
n¶ecessairecar l'op¶erateur D n'est pasC-lin¶eaire.On doit consid¶erer trois cas:

1) Lorsque mk = 1 et dk = 0, l'entier r (Ck ; 1) vaut § 1 et compte le °ot
spectral mod 2 d'une famille (D t )t2 [0;1] ded¶eformationsd'ordre 0 del'op¶erateur
D, telle que D0 = D et que D1 soit C-lin¶eaireet CokerD1 = f 0g.

2) Lorsque mk = 1 et dk > 0, l'entier r (Ck ; 1) vaut § 1, et s'obtient en
consid¶erant µa nouveau une famille (D t )t2 [0;1] de d¶eformations d'ordre 0 de
l'op¶erateur D, telle que D0 = D et que D1 soit C-lin¶eaire et CokerD t = f 0g
8t. CommeKer D1 est canoniquement orient¶e, cette famille permet d'orienter
naturellement Ker D ; un ordre sur ¡ k ¶etant ¯x ¶e, l'espaceVk est ¶egalement
orient¶e, cequi permet de d¶e¯nir l'entier r (Ck ; 1) commevalant +1 si l'isomor-
phisme¼k : Ker D ! Vk pr¶eserve l'orientation et ¡ 1 sinon.

3) Dans le cas oµu mk > 1 la d¶e¯nition est nettement plus compliqu¶ee.
Ck est n¶ecessairement un tore : il existe donc trois ¯br ¶es en droites r¶eelles
non triviaux sur Ck , qui par produit tensoriel avec N Ck et T¤C(0;1)

k ­ N Ck

d¶e¯nissent trois variantes \t wist¶ees"de l'op¶erateur D. Commepr¶ec¶edemment
on considµere des familles de d¶eformationsd'ordre 0 de D et de sesvariantes
twist¶eesqui les relient µa des op¶erateurs C-lin¶eaires.La valeur de r (Ck ; mk)
est alors d¶etermin¶eepar le °ot spectral mod 2 pour D, soit s 2 f§ 1g, et par
le nombre n 2 f 0; 1; 2; 3g d'op¶erateurs twist¶es pour lesquelsle °ot spectral
est non trivial. Plus pr¶ecis¶ement, r (Ck ; mk) est le coe±cient de tmk dans la
fonction g¶en¶eratrice f s;n , oµu

f + ;0(t) =
1

1 ¡ t
; f + ;1(t) = 1+t; f + ;2(t) =

1 + t
1 + t2

; f + ;3(t) =
(1 + t)(1 ¡ t2)

1 + t2

et f ¡ ;n (t) = f + ;n (t)¡ 1.
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Etant donn¶e un ¶el¶ement h = f (Ck ; mk)g de H, on d¶e¯nit le poids de h de la
fa»con suivante : dans le casoµu p = 0 (i.e. lorsqu'il n'y a pas de lacets ° j ), on
posew(h) =

Q
k r (Ck ; mk). Dans le casp > 0, lesentiers r (Ck ; mk) d¶ependent

du choix d'un ordre sur ¡ k ; lesordreschoisisinduisent un ordre sur ¡ =
S

¡ k ,
qui di®µere de l'ordre canoniquepar une permutation ¾de f 1; : : : ; pg. Comme
chaque¡ k comporte un nombre pair d'¶el¶ements, la signature de ¾ne d¶epend
pasdu choix de l'ordre dans lequelon considµere les (Ck ; mk). On d¶e¯nit alors
w(h) = "(¾)

Q
k r (Ck ; mk), et on v¶eri¯e que cette quantit ¶e ne d¶epend pas des

ordreschoisissur ¡ k . En¯n, on d¶e¯nit Gr (e) par l'¶egalit¶e

hGr (e); ° 1 ^ ¢¢¢^ ° pi =
X

h2H

w(h):

On montre quela quantit ¶e Gr (e) est un invariant de la vari¶et¶e symplectique
(X ; ! ) (i.e. Gr (e) ne d¶epend pasdu choix de (J; ¡ ; ­) g¶en¶eriques)[T6].

2.3. Relation entre SW et Gr. (voir [T1], [T5], [T6], [T7], [T8]).

Th ¶eorµeme 2.6 (Taubes). Soit (X ; ! ) une vari¶et¶e symplectique compacte telle
queb+

2 (X ) ¸ 2. En utilisant la structure symplectique pour d¶e¯nir l'invariant
de Seiberg-Witten SW : H 2(X ; Z) ! ¤ ¤H 1(X ; Z) comme au x1.3, ainsi que
l'invariant de Gromov-Witten Gr : H 2(X ; Z) ! ¤ ¤H 1(X ; Z) comme au x2.2,
on a SW = Gr .

Il est µa noter que les formules de dimension(1.5) pour SW et (2.10) pour
Gr coÄ³ncident syst¶ematiquement.

Comme les invariants de Gromov-Witten sont en g¶en¶eral beaucoupplus
di±ciles µa calculerque ceuxde Seiberg-Witten, l'application la plus fr¶equente
de ce th¶eorµemeconsisteµa remarquerque, dµes lors que l'in variant de Seiberg-
Witten associ¶e µa un ¯br ¶e en droites E est non nul, il existe n¶ecessairement
une courbe pseudo-holomorphequi repr¶esente la classeduale de Poincar¶e de
c1(E). Ceci s'appliqueen particulier au ¯br ¶e canonique(µa l'aide du Th¶eorµeme
2.1).

Dans le casoµu b+
2 (X ) = 1, l'¶equivalenceentre SW et Gr n'est pascomplµete,

mais on a le r¶esultat suivant :

Th ¶eorµeme 2.7 (Taubes). Soit (X ; ! ) une vari¶et¶e symplectique compacte telle
queb+

2 (X ) = 1. En se pla»cant dans la chambre symplectique pour d¶eterminer
lesinvariants deSeiberg-Witten, on a l'¶egalit¶e SW = Gr pour touteslesclasses
e 2 H 2(X ; Z) tellesquee¢[S] ¸ ¡ 1 pour toute sphµere symplectiquementplong¶ee
S ½ X v¶eri¯ant [S] ¢[S] = ¡ 1.

L'id ¶eederriµerecesr¶esultatsest, commepour le Th¶eorµeme2.1, de consid¶erer
les ¶equationsde Seiberg-Witten perturb¶eespar la 2-forme ¹ = F +

A 0
¡ i

4r ! oµu
r À 0 (¶equation (2.1)). Commeon l'a vu au x2.1, pour r su±samment grand
on disposede l'estim¶ee (2.8), ce qui implique que kr 1=2¯ kL 2 et k ¹@¤

a¯ kL 2 sont
born¶espar un multiple uniforme de r ¡ 1=2kr a®kL 2 . D'autre part l'¶equation de
Dirac s'¶ecrit ¹@a®+ ¹@¤

a¯ = 0, donc k¹@a®kL 2 est born¶e par un multiple uniforme
de r ¡ 1=2kr a®kL 2 . Une telle estim¶ee L 2 ne su±t pas µa conclure, mais par de
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longs calculs Taubes parvient µa obtenir des estim¶eesplus puissantes, ce qui
permet de montrer le r¶esultat suivant :

Th ¶eorµeme 2.8 (Taubes [T5]). Soit (An ; (®n ; ¯ n )) une suite de solutions de
(2:1) correspondant µa une suite de paramµetres r n tendant vers + 1 . Alors il
existe une sous-suitetelle que ®¡ 1

Á(n)(0) converge au sens de Hausdor®vers
une sous-vari¶et¶e pseudo-holomorphecompacte § ½ X , ¶eventuellement non
connexe,dont la classed'homologie est dualede Poincar¶e de c1(E).

En particulier, ¶etant donn¶eesdesparties ferm¶eesFk deX , si ®¡ 1
n (0)\ Fk 6= ;

8n 8k, alors § \ Fk 6= ; 8k.

Cer¶esultat permet depasserd'une solution des¶equationsdeSeiberg-Witten
µa unecourbepseudo-holomorphe[T5]. Le passagedansle sensinversesefait en
remarquant que,¶etant donn¶eeune courbe pseudo-holomorphe§, on peut ob-
tenir une solution approch¶ee(A; (®; 0)) des¶equationsde Seiberg-Witten pour
r À 0 par recollement de solutions des¶equationsdu vortex danschaque¯bre
du ¯br ¶e normal N § (les¶equationsdu vortex sont la r¶eduction en dimension2
des¶equationsde Seiberg-Witten (2.1) dans le casholomorphe)[T7].

2.4. Le cas non symplectique. Les th¶eorµemes2.6 et 2.7 ont de nombreuses
r¶epercussionssur l'¶etude de la topologie symplectique en dimension 4, en
particulier lorsqu'ils sont utilis¶es conjointement avec l'in¶egalit¶e d'adjonction
g¶en¶eralis¶ee qui est l'objet du x3. Aussi est-il naturel de vouloir ¶etendre ces
r¶esultats µa un cadreplus g¶en¶eral.

A d¶efaut d'êtresymplectique,toute vari¶et¶ecompactededimension4 v¶eri¯ant
b+

2 ¸ 1 peut être munie d'une 2-formeautoduale harmonique,que l'on notera
encore! . Pour un choix g¶en¶eriquede la m¶etrique riemannienne,le lieu d'annu-
lation Z = ! ¡ 1(0) est une sous-vari¶et¶e de dimension1, c'est-µa-dire une union
de cercles,et ! d¶e¯nit une structure symplectiquesur X ¡ Z . Sur X ¡ Z on
disposede la structure presquecomplexe

J =

p
2

j! j
g¡ 1! ;

cequi permet ded¶e¯nir la notion desous-vari¶et¶epseudo-holomorphedeX ¡ Z .
Les cerclesde Z repr¶esentent en quelquesorte une obstruction µa l'existence
d'une forme symplectiquesur X .

D¶e¯nition 2.9. C ½ X ¡ Z est une sous-vari¶et¶e pseudo-holomorphesin-
guliµere si c'est l'image d'une courbe complexeC0 par une application pseudo-
holomorphepropre Á : C0 ! X ¡ Z injective hors d'un ensembled¶enombrable
et telle quel'¶energie

R
C0 Á¤! est ¯nie.

En outre on d¶e¯nit la notion de bord homologiquede la fa»con suivante : on
dit que Z borde homologiquement C si le nombre d'intersection de C avec
toute 2-sphµereenla»cant l'un descerclesde Z est ¶egalµa § 1. On a alors :

Th ¶eorµeme 2.10 (Taubes [T1]). Soit X une vari¶et¶e riemannienne compacte
orient¶ee de dimension 4 avec b+

2 ¸ 2 et dont les invariants de Seiberg-Witten
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sont non triviaux. Alors Z est le bord homologiqued'une sous-vari¶et¶e pseudo-
holomorphesinguliµere dansX ¡ Z .

Cesujet demeuren¶eanmoinsengrandepartie ouvert, notamment concernant
la possibilit¶e d'obtenir une sous-vari¶et¶e lissedont Z est le bord au sensusuel.
On ser¶ef¶ereraµa [T1], [T9], [T10] pour plus de d¶etails.

Remarque : un casparticulier int¶eressant celui oµu X est de la forme S1 £ M
oµu M est une vari¶et¶e de dimension3. Tout ¶el¶ement de H 1(M ; Z) peut être vu
commela di®¶erentielle d'une fonction harmoniquef : M ! R=Z. En munis-
sant X de la m¶etrique produit, la 2-forme ! = dµ^ df + ¤df est harmonique
et autoduale, et son lieu d'annulation est Z = S1 £ crit( f ) (en particulier
! est symplectiquelorsque f n'a pas de points critiques). Si on se limite au
cadre S1-invariant, les ¶equationsde Seiberg-Witten sur X (en dimension 4)
deviennent les¶equationsde Seiberg-Witten en dimension3 sur M . En outre,
les sous-vari¶et¶espseudo-holomorphesS1-invariantes de X ¡ Z correspondent
pr¶ecis¶ement aux lignesde gradient de f sur M .

Lesr¶esultatsattendusendimension4 setraduisent doncsousla formed'une
¶equivalenceentre invariants deSeiberg-Witten deM et th¶eoriedeMorsed'une
fonction harmoniqueµa valeursdansS1 sur M . Cer¶esultat d¶ecouled'une part de
l'¶equivalencedesinvariants deSeiberg-Witten endimension3 avecun invariant
detorsion topologiqueintroduit par Turaev,d¶emontr¶eed'abord sousuneforme
faible par Meng et Taubes [MT ] puis de fa»con g¶en¶erale par Turaev [Tu], et
d'autre part de l'¶equivalencede la torsion de Turaev avec la th¶eoriede Morse
µa valeursdansS1, d¶emontr¶eepar Hutchings et Lee [HL].
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3. La conjecture de Thom g¶en¶eralis ¶ee

3.1. In ¶egalit ¶e d'adjonction g¶en¶eralis ¶ee et conjecture de Thom. Le
problµemeauquelnousallons nousint¶eresserdanscette partie est celui d'obte-
nir un minorant du genred'une surfaceplong¶eedansune vari¶et¶e de dimension
4, en fonction de sa classed'homologie.Une conjectureattribu ¶eeµa Thom af-
¯rme que, dans CP2, les courbes holomorphesplong¶eesminimisent le genre
dansleur classed'homologie.Ce r¶esultat a ¶et¶e prouv¶e en 1994par Kronheimer
et Mrowka [KM1] en utilisant les¶equationsde Seiberg-Witten :

Th ¶eorµeme 3.1 (Kronheimer-Mrowka [KM1]) . Soit § une sous-vari¶et¶e lisse
de dimension 2 plong¶ee dans CP2, repr¶esentant la même classed'homologie
qu'une courbe alg¶ebriquede degr¶e d. Alors le genre g de § v¶eri¯e l'in ¶egalit¶e
g ¸ (d ¡ 1)(d ¡ 2)=2.

Ce r¶esultat peut aussi se mettre sous la forme de l' in¶egalit¶e d'adjonction
g¶en¶eralis¶eesuivante : 2g ¡ 2 ¸ [§] ¢[§] + c1(K ) ¢[§].

Sous cette forme, il est possible d'envisager une version beaucoup plus
g¶en¶eralede cet ¶enonc¶e :

Th ¶eorµeme 3.2 (Morgan-Szab¶o-Taubes,Kronheimer,Oszv¶ath-Szab¶o). Soit X
unevari¶et¶e compactededimension4 avec b+

2 ¸ 2, et soit L le ¯br ¶e d¶eterminant
d'une structure spinc sur X dont l'invariant deSeiberg-Witten estnon nul. Soit
§ une sous-vari¶et¶e lissecompacteconnexededimension2 plong¶eedansX . On
supposesoit que [§] ¢[§] ¸ 0, soit queX est de type simple. Si le genre g de
§ v¶eri¯e g ¸ 1, alors on a

(3.1) 2g ¡ 2 ¸ [§] ¢[§] + jc1(L) ¢[§] j;

et dans le cas oµu g = 0 on a

(3.2) 0 ¸ [§] ¢[§] + jc1(L) ¢[§] j:
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Le cas [§] ¢[§] ¸ 0 a d'abord ¶et¶e d¶emontr¶e par Morgan, Szab¶o et Taubes
[MST], puis unepreuveextrêmement courteet ¶el¶egante a ¶et¶e fournie par Kron-
heimer [Kr ]. Dans le cas oµu [§] ¢[§] < 0 le r¶esultat est plus di±cile µa obte-
nir, et la preuve due µa Oszv¶ath et Szab¶o [OS] ne fonctionne que si X est de
type simple, c'est-µa-dire si toute structure spinc sur X pour laquelle la di-
mensiond(s) de l'espacedesmodules est strictement positive a un invariant
de Seiberg-Witten nul. N¶eanmoinsce n'est pas une restriction trµes forte car
toutes les vari¶et¶esµa b+

2 ¸ 2 connuessont de type simple, et une cons¶equence
des r¶esultats de Taubes est que toute vari¶et¶e symplectiqueµa b+

2 ¸ 2 est de
type simple (voir x3.2 ci-dessous).

Dans le casb+
2 = 1 (notamment lorsqueX = CP2), desformules similaires

existent, mais leur ¶enonc¶e est trµesd¶elicat µa causede la structure en chambres
desinvariants de Seiberg-Witten. N¶eanmoins,Oszv¶ath et Szab¶o ont obtenu le
r¶esultat suivant, sanshypothµesesur b+

2 (conjecture de Thom g¶en¶eralis¶ee) :

Th ¶eorµeme 3.3 (Oszv¶ath-Szab¶o [OS]). Une surface plong¶eesymplectiquement
dansunevari¶et¶e symplectiquecompactededimension4 minimise le genre dans
sa classed'homologie.

Dans le cas b+
2 ¸ 2 et si l'on fait abstraction du problµeme que pose la

formule particuliµere dans le casg = 0, ce r¶esultat d¶ecouleimm¶ediatement de
l'in¶egalit¶e d'adjonction g¶en¶eralis¶ee (3.1) en utilisant le fait que l'in variant de
Seiberg-Witten pour la structure spinc canoniqueest ¶egalµa 1 (Th¶eorµeme2.1).
En e®et,le ¯br ¶e d¶eterminant de la structure spinc canoniqueest K ¡ 1, donc
toute surfaceplong¶ee§ de genreg(§) ¸ 1 v¶eri¯e

2g(§) ¡ 2 ¸ [§] ¢[§] + c1(K ) ¢[§] ;

tandis que la formule d'adjonction (2.9) donne, pour toute sous-vari¶et¶e sym-
plectique § 0 dans la mêmeclassed'homologie,

2g(§ 0) ¡ 2 = [§ 0] ¢[§ 0] + c1(K ) ¢[§ 0];

ce qui implique imm¶ediatement que g(§) ¸ g(§ 0).

Nous donnonsmaintenant la preuve due µa Kronheimer de l'in¶egalit¶e d'ad-
jonction g¶en¶eralis¶ee dans le cas [§] ¢[§] ¸ 0. On remarquera tout d'abord
que la valeur absoluen'est pas n¶ecessairedans le secondmembre de (3.1) et
(3.2), car µa causede la dualit¶e mentionn¶ee au x1.3, si L est le d¶eterminant
d'une structure spinc dont l'in variant de Seiberg-Witten est non nul alors il
en est de mêmepour L ¡ 1. Avec les notations du Th¶eorµeme3.2 et en posant
Â¡ (§) = max(2g ¡ 2; 0), il est donc su±sant de montrer que

Â¡ (§) ¸ [§] ¢[§] + c1(L) ¢[§] :

Ensuite, on remarquequ'il est possiblede seramenerau cas[§] ¢[§] = 0 par
des¶eclatements, i.e. par sommeconnexeavecCP

2
. Plus pr¶ecis¶ement, on utilise

la formule d'¶eclatement suivante :

Prop osition 3.4. Soit X unevari¶et¶e compactededimension4 avec b+
2 ¸ 2, et

soit X̂ = X # CP
2

son ¶eclat¶e. On notera E 2 H2(X̂ ; Z) la classefondamentale
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du diviseur exceptionnel. Soit s une structure spinc sur X , et soient ŝ§ les
deuxstructures spinc sur X̂ dont la projection sur X coÄ³ncide avec s et dont
le ¯br ¶e d¶eterminant L̂§ v¶eri¯e c1(L̂§ ) ¢E = ¨ 1. Alors SWX̂ (ŝ§ ) = SWX (s).

De plus ce r¶esultat demeure vrai dans le cas b+
2 = 1 si l'on considµere des

chambres compatiblessur X et sur X̂ .

(on notera que les dimensionsdes espacesde modules v¶eri¯ent dX̂ (ŝ§ ) =
dX (s)). On identi¯era dansce qui suit H 2(X̂ ; Z) avec H 2(X ; Z) © ZE.

L'in t¶er̂et de ce proc¶ed¶e est clair lorsqu'on remarqueque, ¶etant donn¶eeune
surfaceplong¶ee§ ½ X de genreg, en e®ectuant l'¶eclatement en un point de
§ on obtient dansX̂ une surfaceplong¶ee§̂ , toujours de genreg, mais dont la
classefondamentale est [§̂ ] = [§] ¡ E et donc v¶eri¯e [§̂] ¢[§̂] = [§] ¢[§] ¡ 1.
D'autre part, c1(L̂§ ) = c1(L) § E, doncc1(L̂+ ) ¢[§̂ ] = c1(L) ¢[§] + 1. L'in ¶egalit¶e
d'adjonction pour § et L est donc ¶equivalente µa celle pour §̂ et L̂+ , ce qui
permet par r¶ecurrencede seramenerau casoµu [§] ¢[§] = 0.

Il reste donc µa prouver que, pour toute surfaceplong¶ee § ½ X v¶eri¯ant
[§] ¢[§] = 0 et pour toute structure spinc dont l'in variant de Seiberg-Witten
est non trivial, on a

Â¡ (§) ¸ c1(L) ¢[§] :

Pour obtenir ce r¶esultat, Kronheimer introduit la notation suivante : soit
® 2 H 2(X ; R). Etant donn¶eeune m¶etrique riemanniennequelconqueg sur X ,
on notera k ¢kg la normeL 2 et sg la courburescalaire,et on identi¯era ® µa son
repr¶esentant harmonique.On d¶e¯nit

j®j+ = 4¼
p

2 sup
g

k®+ kg

ksgkg
:

Lemme 3.5 ([Kr]) . Soit L le ¯br ¶e d¶eterminant d'une structure spinc dont
l'invariant de Seiberg-Witten est non nul. Alors jc1(L)j+ · 1.

Preuve.Soit g une m¶etrique quelconquesur X , et soit (A; Ã) une solution
des¶equationsdeSeiberg-Witten non perturb¶ees.L'¶equationdeDirac D A Ã = 0
implique que hD ¤

A DA Ã; Ãi L 2 = 0. Par la formule de WeitzenbÄock (2.2) on a
donc Z

jr A Ãj2 +
sg

4
jÃj2 +

1
2

hc(F +
A )Ã; Ãi = 0:

Commec(F +
A ) = (Ã¤ ­ Ã)0 = (Ã¤ ­ Ã) ¡ 1

2 jÃj2, il vient
Z

sg

4
jÃj2 +

1
4

jÃj4 · 0;

d'oµu 0 ¸ 2hsg; jÃj2i g + 2kjÃj2k2
g ¸ ¡k sgk2

g + kjÃj2k2
g en utilisant Cauchy-

Schwartz. D'autre part on montre que jF +
A j2 = 1

8 jÃj4, d'oµu on tire

2
p

2kF +
A kg = kjÃj2kg · ksgkg;

soit 4¼
p

2kc1(L)+ kg · ksgkg. Commececi est vrai pour toute m¶etrique g, on
conclut que jc1(L)j+ · 1.
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L'in ¶egalit¶e d'adjonction g¶en¶eralis¶ee est alors une cons¶equencedirecte du
lemmesuivant :

Lemme 3.6 ([Kr]) . Soit ® 2 H 2(X ; R) une classev¶eri¯ant j®j+ · 1, et soit
§ une surface plong¶eev¶eri¯ant [§] ¢[§] = 0. Alors Â¡ (§) ¸ ®¢[§] .

Preuve.Quitte µa ajouter une anseµa § on peut supposer que ce n'est pas
une sphµere (Â¡ (T2) = Â¡ (S2) = 0). Commele ¯br ¶e normal µa § est trivial, le
bord d'un voisinagetubulaire de § s'identi¯e µa S1 £ §, et on peut munir X
d'une m¶etrique g0 pour laquelleil existeun plongement isom¶etrique du cylindre
[0; 1] £ S1 £ § muni de la m¶etrique produit avec S1 de longueur1 et § d'aire
1 et de courbure scalaireconstante. Soit g la m¶etrique obtenue µa partir de g
en dilatant le cylindre d'un facteur r À 0 a¯n de remplacer [0; 1] par [0; r ].
Lorsquer ! + 1 on a

ksgkg = 4¼r 1=2(2g ¡ 2) + O(1);

tandis que toute 2-formerepr¶esentant la classe® a n¶ecessairement une norme
L2 minor¶eepar r 1=2 (®¢[§]), d'oµu k®kg ¸ r 1=2 ®¢[§] : Commek®+ k2

g + k®¡ k2
g =

k®k2
g et k®+ k2

g ¡ k®¡ k2
g = ®¢®, il vient 2k®+ k2

g ¸ r (®¢[§]) 2 + ®¢®; soit
p

2k®+ kg ¸ r 1=2 (®¢[§]) + O(1):

D'autre part l'hypothµesej®j+ · 1 implique que
p

2k®+ kg ·
1

4¼
ksgkg = r 1=2(2g ¡ 2) + O(1):

En combinant cesdeux in¶egalit¶espour r ! + 1 on obtient 2g ¡ 2 ¸ ®¢[§].

3.2. Cons¶equences de l'in ¶egalit ¶e d'adjonction g¶en¶eralis ¶ee. En combi-
nant l'in¶egalit¶e d'adjonction g¶en¶eralis¶eeaveclesr¶esultatsde Taubesd¶ecrits au
x2, on obtient des propri¶et¶es remarquablesdes invariants de Seiberg-Witten
desvari¶et¶essymplectiquesqui viennent compl¶eter lesconditions¶enonc¶eesdans
le Th¶eorµeme2.1.

Corollaire 3.7. Soit X une vari¶et¶e symplectique compacte de dimension 4
avec b+

2 ¸ 2 :
1) pour toute structure spinc dont l'invariant de Seiberg-Witten est non nul,

la dimension de l'espace des modules est d(s) = 0. En particulier, X est de
type simple, et les invariants de Seiberg-Witten de X sont µa valeursdansZ.

2) pour tout ¯br ¶e en droites non trivial E tel que SW(E) 6= 0, le dual de
Poincar¶e dec1(E) est la classefondamentaled'une courbe symplectiqueplong¶ee
dont chaquecomposanteconnexeCk v¶eri¯e g(Ck) = 1 + [Ck ] ¢[Ck ].

Preuve.On peut selimiter au casoµu le ¯br ¶e E n'est pastrivial, car d(s) = 0
pour la structure canonique.Le Th¶eorµeme2.6 fournit doncunecourbe pseudo-
holomorphe (non connexe)dont la classefondamentale est duale de c1(E).
Soit Ck une composante connexev¶eri¯ant [Ck ] ¢[Ck ] ¸ 0 : la formule d'ad-
jonction donne 2gk ¡ 2 = [Ck ] ¢[Ck ] + c1(K ) ¢[Ck ]. Si gk = 0, l'in¶egalit¶e
d'adjonction g¶en¶eralis¶ee(3.2) appliqu¶eeµa la structure spinc canoniquedonne
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[Ck ] ¢[Ck ] = c1(K ) ¢[Ck ] = 0, ce qui est impossible.On a donc gk ¸ 1, et
l'in¶egalit¶e d'adjonction g¶en¶eralis¶ee(3.1) donne c1(K ) ¢[Ck ] ¸ c1(L) ¢[Ck ], oµu
L = K ¡ 1 ­ E 2. On a donc

(3.3) c1(K ) ¢[Ck ] ¸ c1(E) ¢[Ck ]:

Consid¶eronsmaintenant le casd'une composante connexepour laquelle on a
[Ck ] ¢[Ck ] < 0. Ck ne peut pasêtre un tore multiplement couvert, doncmk = 1
et c1(E) ¢[Ck ] = [Ck ] ¢[Ck ] · ¡ 1. D'autre part la formule d'adjonction donne
c1(K ) ¢[Ck ] = 2gk ¡ 2¡ [Ck ] ¢[Ck ] ¸ 0 ¡ 2+ 1 = ¡ 1. L'in ¶egalit¶e (3.1) demeure
donc valable dansce cas.

Par sommesur lescomposantes il vient c1(K ) ¢c1(E) ¸ c1(E) ¢c1(E), cequi
par la formule (1.5) entra³̂ned(s) · 0. On a donc n¶ecessairement d(s) = 0, ce
qui prouve l'assertion 1.

D'autre part, commed(s) = 0 on doit avoir ¶egalit¶e dans (3.1) pour toutes
les composantes Ck , ce qui implique que c1(K ) ¢[Ck ] = [Ck ] ¢[Ck ]. Par la
formule d'adjonction (2.9) il vient gk = 1+ [Ck ] ¢[Ck ]. En outre dansle casoµu
mk > 1 le tore Ck a un ¯br ¶e normal trivial et on peut donc le remplacerpar
mk tores disjoints plong¶essymplectiquement et appartenant µa la mêmeclasse
d'homologie.Ceci prouve l'assertion 2.

Le même genre de raisonnement permet d'obtenir des contraintes sur les
vari¶et¶essymplectiquesminimales, c'est-µa-dire necontenant pasdesphµeresym-
plectiquement plong¶eede nombre d'intersection¡ 1. Une vari¶et¶e symplectique
est minimale si et seulement si elle n'est pas le r¶esultat d'un ¶eclatement sym-
plectique.

Corollaire 3.8. Soit X une vari¶et¶e symplectique compacte minimale de di-
mension4 avec b+

2 ¸ 2 :
1) c1(K ) ¢c1(K ) ¸ 0.
2) b+

2 ¸ 4
5(b1 ¡ 1) + 1

5b¡
2 .

Preuve.On seplace dans le casde la structure spinc duale de la structure
canonique(E = K ), et on considµere µa nouveau la courbe pseudo-holomorphe
fournie par le Th¶eorµeme2.6.D'aprµesle corollairepr¶ec¶edent chaquecomposante
Ck de cette courbe v¶eri¯e gk = 1 + [Ck ] ¢[Ck ]. L'hypothµesede minimalit ¶e
interdit le cas gk = 0, ce qui implique que gk ¸ 1 et donc [Ck ] ¢[Ck ] ¸ 0.
Comme les composantes sont mutuellement disjointes, par sommesur k on
obtient c1(K ) ¢c1(K ) =

P
k [Ck ] ¢[Ck ] ¸ 0.

De plus, cette quantit ¶e s'exprime en fonction de la caract¶eristique d'Euler-
Poincar¶e Â = 2 ¡ 2b1 + b2 et de la signature ¾ = b+

2 ¡ b¡
2 par la formule

c1(K ) ¢c1(K ) = 2Â + 3¾: on a donc 2Â + 3¾¸ 0, ce qui donne l'in¶egalit¶e de
l'assertion 2.

Lescontraintesdonn¶eespar le Th¶eorµeme2.1et lesCorollaires3.7et 3.8sont
extrêmement fortes. Elles sont au coeur de la plupart desarguments utilis¶es
dans les travaux r¶ecents pour prouver qu'une vari¶et¶e n'est pas symplectique
ou pour obtenir desr¶esultats sur la structure d'une vari¶et¶e symplectique.
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