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1. Invariants de Seiber g-Witten des vari &t 8s symplectiques
1.1. Rapp els de g@om@trie symplectique. (voir [McS1])

D@ nition 1.1. Une 2-forme ! sur une vari§t§ X est dite symplectique si
elle est ferm§e et non-dgdinBree, c'est-a-diresid! = Oetsi! ~::: "1 est
une forme volume. Un symplectomorphismef : (X;!1) ! (X3! ,) estun
di®@omorphismequi VvBrie f°1 ,=1,.

En particulier, toute vari§t® symplectiqueest de dimensionpaire, et dansle
casop X estcompactela classe]! ] estun §€men non nul de H?(X;R).

P
Exemples : structure symplectiquestandardde R?", 1 o = dx;  dy; ; sur-
facesde Riemann (! = forme volume); vari§t§s kaAhli§riennes(en particulier
varig§t®sprojectivescomplexes).

Contrairement p la g&onftrie riemannienne,en g&onftrie symplectiqueil
n'y a pasd'invariants locaux :

Th §orgme 1.2 (Darboux). Toute vari§t§ sympletique de dimension 2n est,
en chacunde sespoints, localementsympletomorpheg un voisinagede 0 dans
(R2;1 ).
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2 1. INVARIANTS DE SEIBERG-WITTEN DES VARI TS SYMPLECTIQUES

En particulier, endimension4, il existeentout point descoordonreslocales
tellesque! = dx; " dx, + dxs3 ™ dx4 (coordonresde Darboux).

Th §orgme 1.3 (Moser). Soit X une vari§t® compacte, et soit (! {)i2p0.1; UNE
famille de formes sympletiquessur X appartenant toutes g la mémeclassede
cohomolaie. Alors les vari§t®s (X ;! ;) sont toutes sympletomorphes.

D@ nition 1.4. Une structure presque-complexéi.e. J 2 End(TX) v8ri ant
J? = j 1) estdite compatible avec! si g(x;y) = ! (x;Jy) estune mtrique
riemannienne sur X.

Prop osition 1.5. Toute vari§t® sympletique peut €tre munie d'une struc-
ture presque-omplexecompatible. En outre, I'espace des structures presque-
complexescompatiblesavec ! est contractible.

Cesstructures presque-complexese sort en ggnral pasdesstructures com-
plexescar ellesne sort pasint§gmablesi.e. on n'a pas@ = 0. En particulier il
est impossiblede d§ nir descoordonnesholomorpheslocales.L'obstruction
g l'int®grabilit§ est le tenseur de Nijenhuis, qui d§crit la partie de type (0; 2)
de la di®grertielle d'une (1; 0)-forme (ou de fagon §quivalernte la partie detype
(0; 1) du crochet de Lie de deux champsde vecteursde type (1; 0)). LorsqueJ
estint§grablela vari§t® est kaéhrienne

Si les vari§t§s kahiBriennesfournissen de nombreux exemplesde vari§t@s
symplectiques,le cadre symplectique est beaucoupplus vaste. Alors que le
premier nombre de Betti d'une vari§t® kAhl§rienneest toujours pair, dansle
cassymplectiqueon a le r§sultat suivant :

Th §orpgme 1.6 (Gompf [Go]). Tout groupe niment présen® peut etre r@alih
comme le groupe fondamentald'une vari§t$ sympletigue compacte de dimen-
sion 4.

1.2. Structures spin® sur une vari§t® symplectique de dimension 4.
Danstoute la suite, (X ;! ) estunevari§t® symplectiquecompactede dimension
4, que I'on munit d'une structure presque-complexecompatible J et de la
m@trique riemanniennecorrespndarte g. On v@ri e aisgmen que la 2-forme
| estautoduale (a! = !) et harmonique(en particulier, b, (X) , 1).

L'existenced'une structure presque-complexertra®ne celle d'une structure
spin® canoniquesur X . La raison en est |'existence d'un morphisme naturel
U(2) ! Spin°(4), obtenu de la fason suivante : on dispose d'une inclusion
] :UR)! SO4) et del'application d§terminart, ce qui permet de construire
le morphismej £ det: U(2) ! SO(4) £ S*. On v@ri e que ce morphismese
relpve au revetemert double Spin°(4) de SO(4) £ S*. Cecipermet, p partir du
U(2)- br & principal assai§ g la structure presque-complexet g la m@trique,
de d§ nir naturellemert un Spin°(4)- br § principal, c'est-grdire une structure
spin® canoniquesur X .

Le br & en droites d§terminart de cette structure spin® est, par construc-
tion, celui qui corresmpnd g la repr@semation det: U(2) ! S?t; c'estdoncle
d&terminart du br § tangert holomorphe,soit le dual K i * du "br § canonique
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K = a29T®X . Le br § desspineurspositifs S* sescindeen deux sous- br§is
en droites complexes: S* = COKi ! = %0 © %2 tandis queSi s'iderti e
au br § %! des(0; 1)-formessur X . Lesdeux sous- brfisde S* corresmpndert
aux espacegpropresde la multiplication de Cli®ord par ! : la forme symplec-
tigue agit sur C avec la valeur propre j 2i, et sur Ki ! avecla valeur propre
+21i.

Les autres structures spin® sur X sed@duisen de cette structure canonique
en\tordant" le br § desspineurspar un br § endroites complexesjuelconque.
Etant donn@ un br § en droites E sur X, la structure spin® correspndarte a
pour br §sdespineursS* = E©(K ' 1- E)etS = o%l- E. La multiplication
de Cli®ord par ! pr@sere g nouveaula décompmsition de S*, avecles mémes
valeurs propresque prédidemmen En n, le br § d§terminart correspndart
A cette structure spin® estL = Kil- E2

Rappelonsquela donned'une connexionhermitienner & surle br § d§terminart
L de la structure spin® et de la connexion de Levi-Civita sur TX permet
de d& nir une connexionr , sur le br & desspineursS*. Dans le casd'une
vari§t® kahl§rienne,les connexionspr@senert lestypesdesformes,ce qui per-
met d'@crire la connexionsur S* = E © (K - E) sousforme diagonale

our 5 etr 9 sort desconnexionssur E et Kil- E respectivemer.
Ce n'est plus vrai dansle cassymplectique,ou le d§faut d'int§grabilit§ de
la structure presque-complexantroduit des termes non diagonaux dans la

connexion: celle-cisemet alors sousla forme
M

r i b°
(11) ra= ba Ir 0

a

opu b est une 1-forme p valeurs dans K i 1. Il est important de noter que le
choix de la connexionr 5 ne se manifeste que sur les termes diagonaux: en
particulier, la 1-formebne d§pend quede J, mais pasde la connexionni méme
de la structure spin® choisie (b peut en fait s'exprimer g I'aide du tenseurde
Nijenhuis). Par ailleurs, dans le casde la structure spin® canonique,r , est
une connexionsur le br & en droites trivial, ce qui conduit naturellemert g
introduire la connexionsur K ' ! telle quer , soit une connexiontriviale, que
I'on appellerar a,. La connexioncorrespndarte sur C© K i 1 s'§crit sousla
forme
H d b )l |
b r Ao )

Dans le cas g§réral, la connexionr 2 sur Kil- E est donne par r $ =
Nao- 1+ 1-r g tandisquer 5 =1 o,- 1+ 2:(1- r ).

On en d&duit que les courburesdes connexionsr , et r 2 s'exprimert en
fonction de la courbure F, der % g l'aide desrelations F, = %(FA i Fa,) et

F2= 3(Fa+ Fa,).
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Lemme 1.7 ([T2]). Dans le cas de la structure spin® canonique, la section
constanteup = (1;0) du br§ S* = COKi! v@rie I'BquationD,Uo = 0, ou
Da, d&signel'op®rateur de Dirac assci§ pr ,.

Preuve.On applique D4, p I'§quation!p¢uo + 2iup = 0 : dansun repgre
orthonorm@ local il vient (d! + d”!' ) ¢ug+ (€ B Or Ut 2i € ¢r ¢ up) = 0.
Comme! estharmoniqueetr quo = ,ona (€ ¢! ¢h + 2i€ ¢h) = 0.
Commela forme symplectique agit sur K' 1 avec la valeur propre 2i, on en
dfduit que € ¢h = 0, soit Da,ug = O.

Ceci permet de montrer que |'op®rateur de Dirac D, peut s'exprimer g
l'aide d%sppﬂrateurs @et @ (les projections de d et d® sur %) sousla forme

Da, = 2(@+ @). Dans le cas g@rral, 'op®rateur de Dirac D, ass@i§ au
choix d'une connexionr % sur le "br § d§terminart L s'§crit

(1.2) Da=" 2@+ @)

o @ et @ sort lesprojectionssura%°- E desop@rateursd’ = et d™' = agissan
sur lesformesdi®grertielles p valeursdansE.

N®anmoinscesformules doivent &tre manipulesavec pr&caution, car l'ab-
sencede coordonreslocalesholomorphesrend les calculssur les op&rateurs@
et @ tr psd@licats. Dans de nombreux casil esten fait pr&f§rablede revenir p
la d§ nition de l'op§rateur de Dirac pour menerg bien les calculs.

1.3. Invariants de Seiberg-Witten des vari §t®§s symplectiques. (voir
[T1]). Les®quationsde Seikerg-Witten sur une vari§t§ compacteX de dimen-
sion 4 munie d'une structure spin® s sort les §quations

DAA: 0

1.3 ~ ~
(1.3) Fa= (A°- A)p+1

op lesinconnuessort une connexionhermitienner % surle "br  d§terminart L
et un spineurA 2 j( S*). Dansces§quations,D » dsignel'op§rateur de Dirac
assei® pr 5, et F, estla partie autoduale de la courbure de la connexion
r % (c'est une sectionde a?* - iR). La notation (A®- A), d§signela partie
sanstrace de I'endomorphismehermitien A®- A 2 j(End (S*)) ; on rappelle
que la multiplication de Cli®ord induit un isomorphismeertre a2* - iR et
End;®™(S*), cequi permetd'identi-er implicitement (A®- A), g une 2-forme
autoduale dans cette §quation. Le paramgtre * est une section arbitraire de
a2* - iR, qui doit &tre choisie de fason g§rrique a n de pouvoir d§ nir un
invariant.
Le groupe dejauge G= C?! (X;U(1)) agit sur I'espacedessolutions par

g:(A;A) = (A 2g 'dg gA):

Cette action estlibre dasqu'il n'existe pasde solutionsv@ri ant A~ 0, cequi
est le caspour * g8rrique. L'espacedes modules M (s) est, par d§ nition,
le quotient de I'espacedes solutions de (1.3) par G. Si b, (X) 6 0 (ce qui
est toujours le cas pour une vari§t® symplectique), un choix ggnérique de *
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permet de d'assurerquel'espacedesmodulesest une vari§t® lissecompactede
dimension

d(s) = %1(2A(X) + 3%X)) + %cl(L)Z:

De plus, le choix d'une orientation de la droite d§terminart de la cohomologie
de X d$termineune orientation de M (s).

Nous donnonsmaintenant une d§ nition desinvariants de Seiberg-Witten
®tendus qui interviennert dans I'&nond des r§sultats de Taubes [T1] : ces
invariants permettert d'assaier p toute structure spin® sur X un §8men de
ZOHY(X)©w?HY(X)© ¢ttO e H(X) (la projection sur le premier facteur
Z redonnelinvariant usuel).

Dansle casop la dimensiond(s) est n§gative (ce qui implique M (s) = ;),
l'invariant SW(s) est par d& nition nul. Dans le casou d(s) = 0, I'espace
des modules se composed'un nombre ni de points a®ecls de signes§1 :
l'invariant de Seiberg-Witten estalors I'@§§men de Z obtenu en comptart les
points de M (s) avecleur signe.

Lorsqued(s) > 0, la d& nition estplus compligu§eet fait intervenir I'espace

E=f(x;(A;A) 2 X £ Conn(L)E j( S*); SW:(A;A) = Og=fg2 G, g(x) = 1g:

E est,pour! g@rrique,un St-br § principal surX £ M : leslart-produit avec
saclassede Chern c(E) dg nit un morphismeA : Hu(X;Z) ! H?" (M ;2).
On d€ nit alorsl'invariant SW(? par

MSW (s); 1" ¢0¢" ° i = A1) N 6eeN A(°p) A A(pt) (i P72
M (s)

pasde la mémeparit§queli b + b).

Dansle casoy la vari§t§ X vErie b, (X), 2,linvariant SW(s) ainsi d§ ni
ne d€pend ni du choix de la 2-forme?, ni du choix de la m$trique sur X . En
revandhe, lorsqueb; (X ) = 1l'espacedesm@triqueset desperturbations admis-
siblescomporte deux chambes et la valeur desinvariants de Seikerg-Witten
d&pendde la chambre choisie.Soit ! § une 2-formeautoduale harmoniquepour
la m@trique choisie (! § est unique p multiplication par une constarte prgs):
alorslesdeux chambrescorrespndert respectivemern aux valeursstrictemert
positiveset strictemert n&gativesde la quartit

i TgM g 29! 4] Cey(L):
X
A lint@rieur de chaque chambre l'invariant de Seiberg-Witten est bien d§ ni
ind&pendammen de la m@trique et de *.

En n, notons qu'p toute structure spin® s on peut ass@ier une structure
spin® duale s”, dort le “br § d§terminart estL! ! et le "br § de spineurspositifs
est (S*)" : on peut v@ri er que,si (r 5;A) estune solution des§quationsde
Seikerg-Witten pour la structure spin® s et la perturbation 1, alors((r )®; A®)
est §galemen une solution des§quationspour la structure spin® duale s” et
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la perturbation j *. On en d&duit en particulier que lesinvariants de Seikerg-
Witten SW(s) et SW(s®) sort §gauxau signeprgslorsqueb; , 2 (et aprgs
changemen de chambre dansle casb; = 1).

Dansle casd'une vari§t® symplectique,nousavonsvu que le br & desspi-
neurspositifs semet sousla formeS* = E© (K - E), et quela donn§ed'une
connexionr % sur le br § d§terminart de la structure spin® est §quivalerte g
celled'une connexionr , surle br & E. Cecipermet de r§crire les §quations
de Seikerg-Witten de la fason suivante, ennotant ® et  lesdeux composaries
du spineurA :

8 _
2 Q®+ @ %0 |
ol e 20

> o(F = _ . _
TS e R e

(1.4) L o)

ou c est la multiplication de Cli®ord. La formule donnart la dimension de
M (s) semet sousla forme

(1.5) ds) = i a(K):a(E) + a(E):a(E):

Cette quartit § esttoujours paire, et s'anrule pour la structure spin® canonique.
En outre, il est possiblede d§ nir (de fason relativement compliquée) une
orientation canoniquede la droite d§terminant de la cohomologiede X, et
donc une orientation canoniquede I'espacedesmodulesM (s). En n, dansle
casop b, = 1 on choisirgde seplacerdansla chambe sympletique ([T1]), qui
estcellepour laquellei ! ~ 1 j 244! ]¢ci(L) > O (il s'agit en particulier de
la chambre obtenue en prenart pour perturbation la 2-forme* = j is! avec
s A 0). Cescorvertions permettert de d§ nir sansambigu?§ lesinvariants de
Seiberg-Witten d'une vari§t§ symplectique.

Remarque : dansle cadre symplectique, la dcomposition du spineur A en ses
composartes®et permet d'interpr§ter de fason §lgarte la d§ nition desinvariants
de Seiberg-Witten dansle casop la dimensionde M (s) est strictement positive. En
e®et,entout point p= (x; [A; A]) de X £ M on disposedesdeux composartes ®x)
et~ (x) du spineur A, qui sort des®fmerts desdroites complexesEy et (Ki1- E)y,
d® nis g l'action de U(1) prps. Fixons destrivialisations de cesdeux droites com-
plexes.La bre de E au point p correspond pr&cigmert p I'ensenble des choix de
jauge possiblesau point x : ainsi, si ®x) 6 0 la condition arg®(x) = 0 d& nit un
§8mert de E, (de mémepour (x) s'il estnon nul). ®x) et (x) d§ nissert donc, lp
ol ils ne s'annulent pas, dessectionsde E sur fxg£ M . On en d§duit que la classe
A(pt) 2 H2(M ;Z), qui est prEcigmert C1(Efxgem ), €stenfait le dual de Poincarg
de la classefondamertale du cycle dansM form® dessolutions de (1.4) qui vEri ent
®(x) = 0 (ou de fason §quivalernte (x) = 0). La projection de SW (s) sur le facteur
Z s'interprgte donc comme le comptage des solutions de (1.4) dont la composarte
® (ou de fason §quivalente la composarte ) s'annule en d=2 points x §sde X . De
méme, [SW (s);°1 "~ ¢¢¢” °,i compte les solutions de (1.4) dont la composarte ®
s'annule en un point de chacun deslacets °; ainsi qu'en (dj p)=2 points de X.



INVARIANTS DE SEIBERG-WITTEN EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE 7

1.4. Le cas des vari§t®s kahl@riennes. Le cas des vari§t§s kahl§riennes,
qui a servi de modgle aux r@sultats de Taubes dans le cas symplectique, est
particuligpremen simple,commel'a obsen® Witten dgs1994[W]. En e®et,les
®quationsde Seibkerg- Wltten non perturb&esse mettent sousla forme

@®+ =0
E FZO @
1.6
(1-6) EFA —(J®JZ| ii%
"R = ®°‘

(ou F, d@isignela partie de type (1;1) de F, ). Rappelonsque les solutions
des®quationsnon perturb®escorrespndernt pr&cigmen g lI'annulation de la
fonctionnelle d'§nemgie

(1.7) E(AA) = jFA i (A%- A)gj?+ DAAJ?
ZX
= JEIPRHr AR+ NIAR+ AR
X 4 8

ol R est la courbure scalaire de la m$trique choisie sur X. Comme dans le
casKAhler la connexionr o pr@sene lestypesdesformes,cette fonctionnelle
d'§nergiev@ri e clairemer la relation E(A; (® )) = E(A; (®j )). Ceciim-
plique quesi (A; ®; ) estsolution de (1.6), alors (A; ®;; ) l'est §galemeh
On en d&duit imm&diatemen que toute solution véri e F20 ® "= Oet
FJ? = & = 0: en particulier, les connexionsconsidiessort holomorphes,
et lesclassegde base(i.e. lesc;(L) pour lesquelsl existedessolutions) sort de
type (1;1). En outre, I'annulation de ® implique que soit ® = 0 soit = 0.
Pour d&terminer laquelle deszdeux composaEles est nulle, on remarqueque

gvci(L) el 1= 4iFant = (TP @) A
X X

ce qui impliqgue que ® = 0 lorsquec;(L) ¢[! ]
c(L) et ]-

Quitte g passerp la structure spin® duale (ce qui reviert p remplacerE par
K - Eil, en@dangean les composartes ® et ), on peut serestreindre au
casopy ~ = 0. L'§quation de Dirac donnealors @® = 0, c'est-g-dire que ® est
une sectionholomorphede E.

An ded@terminerlesinvariants de Seiberg-Witten d'une vari§t§ kahl§rienne
il est n§cessairale travailler avec les §quations perturb§es,ce qui complique
l'interpr@tation de I'espacedesmodules. N§anmoins,la description de I'espace
dessolutions en termesde sectionsholomorphesdu br § E estl'une desid§es
essetielles qui ont guid® Taubes dans son §tude des invariants de Seiberg-
Witten desvari§t®ssymplectiques.

0 tandis que = 0 lorsque

5
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2. Invariants de Seiber g-Witten et invariants de
Gr omov-Witten

2.1. Premiers r@sultats dans le cas symplectigue. En identiant I'en-
senble desstructures spin® sur X avecH?(X;Z), on notera d§sormaisSW (E)
I'in variant de Seikerg-Witten correspndart g la structure spin® obtenue p par-
tir de la structure canoniquepar tensorisationpar le br  en droites E.

Th §orpme 2.1 (Taubes[T2],[T3]). Soit (X;! ) une vari§t® sympletique com-
pacte de dimension 4 avec b, , 2 : alors les invariants de Seilerg-Witten
asseifis p la structure spin® canonique et g la structure duale valent res-
pectivement SW(C) = 1 et SW(K) = 81. De plus, si SW(E) 6 0 alors
0 c(E)C'] - c(K)¢[!], cesinBgalifis §tant strictes saufsi E = C ou
E=K.

Dans le casop b5 = 1 (et dansla chambe sympletique), on a enmre
SW(C) =1, etsiSW(E) 6 OalorsO- ¢ (E) ¢[! ] aver §galit§ ssiE = C.

Ce r@sultat s'obtient en considirart les §quations de Seiberg-Witten per-
turb§espar la 2-forme* = F, i iZr! , 0 r > 0 estun nombre r§elquel'on fait
tendreversl'in ni. A n deconserer desquartit §sbornfes,on note d§sormais
A = r¥¥(®, 7). Aveccescorvertions, les §quationsde Seiberg-Witten (1.4) se

mettent sgusla forme
2@+ @ =0 A |
i®%i %01 2® °
2T % jejP+ 1

(2.1)

>c(Fx i Fa,)=

NI

La preuve du Th§omme2.1 reposesur la formule de Weitzerbédk
(2.2) DAA=r1 ar AA+ §A+ %C(F;{)A;

ol R estla courbure scalairede la vari§t§ X . On commencepar prouver les
formules suivantes :
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Lemme 2.2. Pour tout spineur (®, ) on a

(2.3) hr . ® b i + hb@r 27i + %h:(F;O)@),_i =0
z 1 R
(2.4) b &) + EFC(F/IO)®;®i + ZJ’®J’2 =0
Z
gy 1. R._
(2.5) b5 ShFR) i =0

Preuve.D'aprpsle Lemme 1.7, dansle casde la structure spin® canonique
onaDa,Uo = 0, op Up = (1;0). En notant A un spineur quelconquepour la
structurg canonique,la fé)rmule de Weitzerbddk donne

~. ~ 1 ~. R .
DX Uo Al = Hoir 4 Ai + zh:(F;O)uo;Al + Zhjo;Al =0

En appliquart cette formule pour A = (0;®) avec® et ~ dessectionsde E
etKil- E, ogen d&duit que

ho;(r .®)° + ®r 2i + %hc(F,Io)uo;®°_i = 0;

d'ou l'on tire imm&diatemert (2.3). Sil'on applique cette mémeformule pour
A = (j®?;0) on obtient
Z

MG + ST, Ui 162U + — 617 = O

ce qui donne imm@diatemen (2.4). En'n, avec A = (j j% 0) on obtient de
méme (2.5) en remarquart que, comme c(F,IO) est un endomorphismesans

tracede S*, onaho(Fy ) ;i = jh c(Fy )uo;j j?uoi:

Lemme 2.3. Pour toute solution de (2.1) on a
Z

(@6) It S0 200 @B+ (R T+ (8 2 1= 0
Z

. . ro,. . — . . .
(2.7)  jr JB&F+ Z(J@Jzi i %1 Di®?%i jDa =0

PI‘GUVf. La formule de Weitzerb8ck donne

0 =  tD2(ri 2A):
Z
.1:2"“ . —_— R-—-2 1 + -1:2~ .—-
= hr a(rt “=2A)r o i+ ZJ It ém(FA)(rl A); i
Z
= g T b O hr @B T

1 N —. 1 N (P .o . .
+She(FL)® T+ She(F) i+ §J®le j°+ 20 i i®F+ 1)7j*

En substituant (2.3) et (2.5) danscette expressionon obtient (2.6).
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De méme,la formﬂle de Weitzerbédk permet d'§crire

0 = HMDi®® + D3 ;®i

z R 1

ir oG + JB%@% + I+ Sho(Fy )@@

r. .o .. . — :
+2U8%1 1% DIG* + DA™ DAGI:
On end&duit (2.7) ensubstituant (2.4) danscette expressioret enremarquart
queDA®= j Da .

Preuvedu Th§omme?2.1. Dans(2.6), le terme [—1j_j4 estminor® par 0, tandis
queho(Fa ) ;i estminorpar j kij j? pour une certaine constarte k;. On a
donc Z Z

M. o r —2 . g o
G+ (0 k)P0 T2 2 hr @
Commeb estborn uniform@mert par une certaineconstarte k», cette quartit &

estpour tout 2> 0 born@epar k, (r2)i Yjr ,®%+ r?j j2. En prenarnt 2 = ;- et
en supposart qugr , 16kq, on obtient I'existenced'%ne constarte k3 telle que

M, .,.—. r._. . 0—- k3 . .
(2.8) i I I R U SR PG
Autrement dit, kri=?® k2, kr'*2 k.. et kr 97k > sort bornfispar un multiple
uniforme de ri =2kr @k .. Il estp noter quekDa k.2 = k@ k.2 - kr 9 k.o
satisfait §galemen une borne du mémetype.
L'®§quation (2.7) ser@crit, par ajout de termesde part et d'autre, sousla

f%’me r z r r
ir 2@+ Z(j®izi 1)* = ZJ_J'Z(J@J'Zi 1)i Z(J'®J'2i ii?i D+ ibaTi%

Comme (Fa i Fa,)"! = L(i®2j jj?i 1)vol, et en utilisant les bornes
uniform%sobtemesci-dessuspour kD,%_kLz et kr 1:2(%_k|_2, on a donc

. . ro. . Kk . . [

i o®7+ (871 17 5 G@F+ 5 (Fai Fag)"!
pour une certaine constarte k4. Sil'on supposer assezgrand (r > 2k4), on en
d&duitzque -

U G L6 1P L (Fai Fa)® ! = 24,(E) of ]

Commele membre de gaude estunequartit § positive, les§quationsde Seikerg-
Witten ne peuvert admettre de solutionspour r grand quesic,(E) ¢[' ], O:
dansle cascortraire l'invariant de Seiberg-Witten estdonc n§cessairemamul
(dansle casb, = 1 on v@ri e aisgmert que la perturbation choisie correspnd
g la chambre symplectique).

Par ailleurs, lorsquec,(E) ¢[! ] = 0 on doit n§cessaireménavoir r ,® "~ 0
et j® ~ 1. Ceciertra®ne que, aprgs une transformation de jauge corvenable,
I 5 estla connexiontriviale sur le br & trivial et ® est la section constarte
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®galep 1. De plus, (2.8) implique que ~ 0. On en d&duit donc que, sous
I'nypothpgsec,(E) ¢[! ] = O, il ne peuty avoir de solutions que si la structure
spin® choisie est la structure canonigue,et que dansce casl'unique solution g
gquivalencede jauge prgsest (A; A) = (Ao; r'2uo).

En outre, unrapide calculpermetdev@ri er quela lin§arisationdesgquations
de Seiberg-Witten en (Aq; r72u,) est surjective (ceci s'obtient en remarquart
guele complexeelliptique assai§ estd'indice nul et quele noyau de I'op§rateur
linGari® est r@duit g 0). On en dgduit que la perturbation choisie satisfait
aux proprigt®s de gBr@ricit® requises,et on a donc SW(C) = 8§ 1. Un calcul
méiticuleux sur les orientations permet de v@ri er que la bonnevaleur est +1.

Dansle casb, , 2, la propri§t® d'@galit au signe prgs desinvariants de
Seiberg-Witten assaiffs p desstructures spin® dualesl'une de l'autre permet
g partir desr@sultats obtenus ci-dessusde montrer que SW(K) = 81 et que
a(E) ¢[!'] - c(K) ¢[!'] dasque SW(E) 6 O, ce qui achpwe la preuve du
Th@omme?2.1.

Le Th§omme2.1fournit desobstructionstr gsfortes g l'existenced'une struc-
ture symplectiquesur une vari§t$ compactede dimension4. Par exemple,une
vari§t® dont lesinvariants de Seikerg-Witten sort nuls ne peut &tre symplec-
tique : ceciexclut en particulier toutes les vari§tsp b, , 2 qui admettert
une m#trique g courbure scalairepositive, ainsi que toutes cellesqui peuvent
sed§commseren la sommeconnexede deux vari§tésp b, | 1.

2.2. Courb es pseudo-holomorphes et invariants de Gromo v-Witten.
Cette partie estconsacBep la d§ nition desinvariants de Gromov-Witten selon
lescorvertions introduites par Taubes([T6], [T1]). Soit (X;! ) unevari§t§sym-
plectique compactede dimension4, munie d'une structure presque-complexe
compatible J et de la m$trique riemanniennecorrespndarte g.

D@ nition 2.4. Une sous-varith § %2 X est dite pseudo-holomorphesi elle
VvBrie J(T8) = T8§.

En particulier, la restriction de! p§ estnon dgdgr@e,cequi implique que
8 est une sous-ari§t® symplectiguede X et en particulier que[! ] ¢[8§] > O.
Le long d'une courbe pseudo-holomorphde br § tangert TX se scindeen
T& ©NS§, etJ d® nit une structure complexesur chacun de cesdeux sous-
"br §s.0n en d§duit que le genred'une courbe pseudo-holomorphecompacte
connexeest donn par la formule suivante (formule d'adjonction) :

(2.9) 29i 2= [8] ¢[8] + ci(K) ¢[§]

Cette formule s'applique en fait aussiaux sous-ari§t®ssymplectiques.

La m@trique riemanniennesur TX d& nit une connexionsur le br § nor-
mal N §, qui estdoncun br & en droites holomorphe.Ceci permet de d§ nir
l'op@rateur @: ((N§) ! j( T°§©Y - N§). Dansle casholomorphele noyau
de @d8crit I'espacedes dgformations in nit §simalesde § en tant que sous-
vari§t® holomorphede X ; dansle caspseudo-holomorphece n'est pasle cas,
et l'op®rateur D dont le noyau d&crit les d§formations pseudo-holomorphes
in nit §simalesdi®gre de @par un terme d'ordre O (ce terme est en g§rral
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seulemen R-lin§aire, et s'exprime g l'aide du 1-jet de la structure presque
complexeau voisinagede 8). N&anmoins,l'op$rateur D a le m&éme symbole
que @ et estdonc elliptique, de mémeindice que @ Le thormede Riemann-
Roch permet d'obtenir

(2.10) indg D = | ci(K) ¢[8] + [8] ¢[§]:

Cette quartit § est toujours paire puisquec'est le double de l'indice usuel (sur
C). Il est important de noter que cette formule ne donne la dimension de
I'espacedesd@formationsd'une courbe pseudo-holomorphejue lorsquele co-
noyau de D esttrivial. Cecin'est pasvrai eng@nral, mais un choix ggrérique
de la structure presque-complexel su+t p assurerque CokerD = fOg pour
toutes les courbespseudo-holomorphesgle X (voir par exemple[McS2]). Dans
la suite on fera naturellemert I'hypothgseque la structure presque-complexe
choisie posgde cette propri$t® de g&rricit®, ce qui permet de s'assurerque
I'espacedes modules des sous-ari§tfs pseudo-holomorpheseprisetant une
classed’homologiedonnieest lisseet que sadimensionest donnepar (2.10).

Soit e 2 H?(X;Z) une classede cohomologie x §e. Nous allons d§ nir ['in-
variant Gr(e) 2 Z©u?H(X;Z) © ¢¢¢© a?H1(X;Z), opd= j ¢ (K) e+ ete
estla dimensiondonn§e par (2.10), selonles corventions donnespar Taubes
dans[T1]. Lorsqued < 0 on poseGr(e) = 0; on supposeradansla suite que
d, 0.0n pose®galemeh Gr(0) = 1, cequi permet de selimiter au casoy la
classee est non triviale. Soit p un ertier pair compris ertre 0 et d, et soiern
°1;:10; °p des®§®mens de H.(X; Z), reprisenspar deslacetsplongiset mu-
tuellemert disjoints de X. On note j = f°;0;.j. p. En N, soit- un ensenble
de (dj p)=2 points de X n'appartenart pasaux lacetsde j. En premigre ap-
proximation, on peut dire que hGr(e); °1 ~ ¢¢¢" °,i compte les sous-ari§tls
pseudo-holomorphesompactes(non n§cessairemdnconnexes)e X r@alisar
la classed’homologie e, intersectart chacun deslacets de j, et passam par
tous les points de -. Pour &tre plus pr&cison doit introduire les d§ nitions
suivantes :

D@ niton 2.5. On note H = H(e;J;j;-) l'ensembledes collections h =
f (Cx; mg)g op chaqueCy est une sous-varth pseudo-holomorpheompacte
connexede X et chaguemy estun entier strictement positif, vri ant lescondi-
tions suivantes:

1. di = i c(K) ¢[Cc]+ [Ck] ¢[Ck]. O pour tout k.

2: g = 1 saufsi Cy estdegene 1 et vBri e [Cy] ¢[Ck] = 0.

3 mg[Cy] = e:

4: 1l existe une partition j = [ j«, chaquej x contenant un nombre pair
p« - d¢ delacetsde j, detelle sorte que Cy intersecte chaquelacet de j x en
exactementun point, de fagon transverse,et nintersecte aucun deslacets de
ik

5: Chaquecourbe Cy¢ contient exactement(dx j p«)=2 points de - .

6: Lescourbes C, sont mutuellement disjointes.
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Etant donn§ un &8ment h 2 H, pour tout (Cy;my) tel quedy > 0 on
d® nit un espacevectoriel Vi de dimension r§elle 2d, comme la sommedi-
recte des espacessuivants : pour chaquepoint z 2 C¢\ -, l'espace(N Cy),
(de dimension 2), et pour chaque® 2 j y, l'intersection desespacesiormaux
(NCy)z\ (N°),, ou z estle point dintersection de Cy avec ° (cet espace
est de dimension1). Comme chaquelacet ° est orient®, chaquefacteur de Vi
a une orientation naturelle; le choix d'un ordre sur j  dgtermine donc une
orientation de l'espaceV.

A toute sectionde N Cy on peut assaier un §8mert de Vi (par restriction
aux points de - et par projection sur N ° aux points d'intersectionaveci ) ;
la restriction p Ker D de cette application j( NCy) ! Vi seranot®e Y.

Pour un choix g&rrique de (J;i;-), l'ensenble H est ni, et pour tout
§®ment h 2 H chacunedes composaries (Cy; my) v8ri e les propri§tes sui-
vantes :

a) CokerD = f0g;

b) lorsquedy > O, I'application % : KerD ! Vi estun isomorphisme

c) lorsquemy > 1, le relpvement de D g tout revetemer ni du tore Cy a
un conogyau trivial.

A chaque (Cy; my) nousallons maintenant assaier un ertier r(Cy; my) qui
servira p assaier une multiplicit § p chaque §6men de H. Cette §tape est
ngcessairear I'op@rateur D n'est pasC-lin§aire.On doit consid§rertrois cas:

1) Lorsquemy = 1 et d¢ = O, I'entier r(Cy;1) vaut 81 et compte le °ot
spectral mod 2 d'une famille (D):20.1) de d§formationsd'ordre O de 'op$§rateur
D, telle queDy = D et que D; soit C-lingaireet CokerD, = f0g.

2) Lorsquemy = 1 et d¢ > O, l'entier r(Cy;1) vaut 81, et s'obtient en
considirart g nouveau une famille (D)2[0.1) de d&formations d'ordre O de
'op@rateur D, telle que Dy = D et que D; soit C-lin§aireet CokerD = fQOg
8t. CommeKer D, estcanoniquemen oriernt®, cette famille permet d'orienter
naturellemert KerD ; un ordre sur j  Btant X §, I'espaceV est §galemen
orient®, cequi permetde d® nir I'entier r(Cy; 1) commevalant +1 sil'isomor-
phisme% : KerD ! Vg prsene l'orientation et j 1 sinon.

3) Dans le casoyu m, > 1 la d& nition est nettemert plus compliquie.
Ck est ncessairemednun tore : il existe donc trois br §s en droites relles
non triviaux sur Cy, qui par produit tensoriel avec NC, et T°CY - NC,
d® nissert trois variantes \t wist§es"de I'op§rateur D. Comme prédidemmen
on considare desfamilles de d§formationsd'ordre O de D et de sesvariantes
twistBesqui les relient p des op@rateurs C-lin§aires.La valeur de r(Cy; my)
est alors d&terminepar le °ot spectral mod 2 pour D, soit s 2 f§ 1g, et par
le nombre n 2 f0;1,;2;3g d'op®rateurs twist®s pour lesquelsle °ot spectral
est non trivial. Plus pr@cigmen, r(Cy; my) estle coetcient de t™« dansla
fonction g8rratrice f ¢.,, op

1+t _@rnai )
e

1
f+;0(t) = m; 1:+;1(t) = 1+t; f+;2(t) =

etf;n(t)=fun(®)
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Etant donn§ un §§men h = f(Cy; my)gdeH, on d§ nit le poidsdeh dela
fason suivante?: dansle casop p = 0 (i.e. lorsqu'il n'y a pasde lacets®;), on
posew(h) = =, r(C«; mi). Dansle casp> 0, lesertiers r(Cy; mi) d&peadert
du choix d'un ordre sur j i ; lesordreschoisisinduisert un ordresurj =  j,

chaquei x comporte un nombre pair d'§@merts, la signature de ¥2ne d§pend
pasdu choixcge I'ordre danslequelon considareles (Cy; my). On d€ nit alors
w(h) = "(%) ~ r(Cx;my), et on vEri e que cette quartit  ne dgpend pas des
ordreschoisissur j x. En n, on d§ nit Gr(e) p)?r I'@galit®

hGr(e); 1" ¢CeN °pi = w(h):
h2H

On montre quela quartit § Gr(e) estun invariant de la vari§t§ symplectique
(X;1) (i.e. Gr(e) ne dgpend pasdu choix de (J;j;-) g8nBriques)[T6].

2.3. Relation entre SW et Gr. (voir [T1], [T5], [T6], [T7], [T8]).

Th §orpme 2.6 (Taubes) Soit (X;! ) une vari§t® sympletique compacte telle
queb, (X) , 2. En utilisant la structure sympletique pour d§ nir l'invariant
de Seilerg-Witten SW : H2(X;Z) ! ©°HY(X;Z) comme au x1.3, ainsi que
linvariant de Gromov-Witten Gr : H?(X;Z) ! ©°H(X;Z) commeau x2.2,
onaSW = Gr.

Il est p noter que les formules de dimension (1.5) pour SW et (2.10) pour
Gr coincidert systmatiquemen.

Comme les invariants de Gromov-Witten sort en g&rral beaucoup plus
dixciles p calculerque ceuxde Seikerg-Witten, I'application la plus fréquene
de ce th®omme consistep remarquer que, dgslors que l'invariant de Seiberg-
Witten ass@i® p un br & en droites E est non nul, il existe ncessairemen
une courbe pseudo-holomorphegui reprserte la classeduale de Poincar§ de
ci(E). Cecis'appliqueen particulier au br § canonique(p l'aide du Th§omme
2.1).

Dansle casop by (X) = 1, I'Bquivalenceertre SW et Gr n'est pascomplate,
mais on a le r§sultat suivant :

Th §orgme 2.7 (Taubes) Soit (X;! ) une vari§t® sympletique compacte telle
queb;, (X) = 1. En seplasant dansla chambe symple&tique pour d§terminer
lesinvariants de Seilerg-Witten, on a |'§galit® SW = Gr pour touteslesclasses
e2 H?(X;Z) tellesqueeqS] , i 1 pour toute sptgre sympletiquementplondge
S¥% X veriant [S]¢[S]=j 1

L'id ederrigre cesr@sultats est, commepour le Th§opmpme2.1, de considirer
Ieg&quationsde Seikerg-Witten perturb®espar la 2-forme? = ;0 i 1—1” Oou
r A 0 (®quation(2.1)). Commeon l'a vu au x2.1, pour r suxsammert grand
on disposede I'estim§e (2.8), ce qui implique que kr*2 k- et k@_kLz sort
born§spar un multiple uniforme de ri ¥2kr ,®k, 2. D'autre part I'§quation de
Dirac s'ficrit @®+ %_ = 0, donc k@®k, > estborn® par un multiple uniforme
de ri ¥2kr 4@k .. Une telle estim@e L? ne su+t pas g conclure, mais par de
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longs calculs Taubes parvient p obtenir des estim@esplus puissaries, ce qui
permet de montrer le r§sultat suivant :

Th §orgme 2.8 (Taubes[T5]). Soit (A,;(®,; ,)) une suite de solutions de
(2:1) correspndant p une suite de paramgtresr, tendantvers+1 . Alors il
existe une sous-suitetelle que ®'A(1n)(0) convelge au sensde Hausdor®vers
une sous-varft® pseudo-holomorpheompacte § %2 X, ®ventuelement non
connexe,dont la classed’'homolayie est duale de Poincar§ de c,(E).

En particulier, §tant donnesdesparties ferm§esF, de X, si ®,1(0)\ Fy 6 ;
8n 8k, alors8\ Fy 6 ; 8k.

Cer@sultat permet de passerd'une solution desg§quationsde Seiberg-Witten
punecourbe pseudo-holomorph¢T5]. Le passagalansle sensinversesefait en
remarquart que, §tant donne une courbe pseudo-holomorpheg, on peut ob-
tenir une solution approch§e (A; (®;0)) des®quationsde Seiberg-Witten pour
r A 0 par recollemen de solutions des®quationsdu vortex dans chaque bre
du br®normal N § (les®quationsdu vortex sort la réduction en dimension2
des®quationsde Seikerg-Witten (2.1) dansle casholomorphe)[T7].

2.4. Le cas non symplectique. Lesth®ommes2.6et 2.7 ont de nombreuses
r@percussionssur |'§tude de la topologie symplectique en dimension 4, en
particulier lorsqu'ils sort utilis§s conjointemert avec I'in §galit§ d'adjonction
gBrBralige qui est I'objet du x3. Aussi est-il naturel de vouloir §tendre ces
résultats p un cadreplus g&niéral.

A d&fautd'etre symplectique toute vari§t® compactede dimension4 v@ri ant
b, , 1 peut &tre munie d'une 2-forme autoduale harmonique,que I'on notera
encore! . Pour un choix ggnériguede la m§trique riemannienne Je lieu d'annu-
lation Z = ! 1 1(0) est une sous-ari§t§ de dimension1, c'est-g-dire une union
de cercles,et ! d®& nit une structure symplectiquesur X j Z. SurX j Z on
disposede la structure presquecomplexe

3= Cgh,
Iy
cequi permetde d§ nir la notion de sous-ari§t pseudo-holomorphele X | Z.
Les cerclesde Z repriseent en quelque sorte une obstruction g I'existence

d'une forme symplectiquesur X .

D@ niton 2.9. C ¥ X | Z est une sous-varft® pseudo-holomorphesin-
guligre si c'est I'image d'une courbe complexeC® par une application pseudo-
holomorphepropre ARC?! X i Z injective hors d'un ensembled§nombable
et telle quel'§negie A’ est nie.

En outre on d& nit la notion de bord homolajiquede la fagon suivante : on
dit que Z borde homologiquemen C si le nombre d'intersection de C avec
toute 2-sptpreenlacant I'un descerclesde Z est®galp 8 1. On a alors::

Th §orpme 2.10 (Taubes[T1]). Soit X une vari§t® riemannienne compacte
orient§e de dimension4 avec b, | 2 et dont lesinvariants de Seikerg-Witten
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sont non triviaux. Alors Z estle bord homolagiqued'une sous-var§t® pseudo-
holomorphesinguligre dans X | Z.

Cesujetdemeurenanmoinsengrandepartie ouvert, notammert concernai
la possibilit§ d'obtenir une sous-ari§t® lissedont Z estle bord au sensusuel.
On ser@frerap [T1], [T9], [T10] pour plus de d§tails.

Remarque : un casparticulier int§ressan celuiopy X estdela formeS'£ M
oy M estune vari§t® de dimension3. Tout §§mern de H(M;Z) peut &tre vu
commela di®grertielle d'une fonction harmoniquef : M ! R=Z. En munis-
sart X de la m@trique produit, la 2-forme! = du® d + ad est harmonique
et autoduale, et son lieu d'annulation est Z = S! £ crit(f) (en particulier
I est symplectiquelorsquef n'a pas de points critiques). Si on selimite au
cadre St-invariant, les §quationsde Seiberg-Witten sur X (en dimension 4)
deviennen les §quationsde Seikerg-Witten en dimension3 sur M. En outre,
les sous-ari§t§s pseudo-holomorphes$?-invariantes de X | Z correspndert
précigmen aux lignesde gradiert def sur M.

Lesr@sultatsattendus endimension4 setraduisert doncsousla forme d'une
®#quivalenceertre invariants de Seiberg-Witten deM et th&oriede Morsed'une
fonction harmoniquep valeursdansS? surM . Cer@sultat d§couled'une part de
I'@guivalencedesinvariants de Seikerg-Witten endimension3 avecun invariant
detorsiontopologiqueintroduit par Turaev, dgmortr §ed'abord sousuneforme
faible par Meng et Taubes [MT] puis de fagon g@rférale par Turaev [Tu], et
d'autre part de I'@quivalencede la torsion de Turaev avec la th§orie de Morse
g valeursdans S, d§mortr §e par Hutchings et Lee [HL].
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3. La conjecture de Thom g&n8ralis 8e

3.1. In§galit § d'adjonction g®n®ralis®e et conjecture de Thom. Le
problgmeauquelnousallons nousint§resserdans cette partie est celui d'obte-
nir un minorant du genred'une surfaceplonggedansune vari§t§ de dimension
4, en fonction de saclassed’homologie. Une conjecture attribu §ep Thom af-
me que, dans CP?, les courbes holomorphesplongBesminimisert le genre
dansleur classed’homologie.Ce r§sultat a §t§ prouvé en 1994par Kronheimer
et Mrowka [KM1] en utilisant les®quationsde Seiberg-Witten :

Th §orgme 3.1 (Kronheimer-Mrowka [KM1]). Soit 8 une sous-varft$ lisse
de dimension 2 plondée dans CP?, reprisentantla méme classed’homolajie
gu'une courke algBbriquede degr§ d. Alors le gene g de 8§ V@ri e I'in §galit®
g, (di 1)(di 2)=2

Ce r@sultat peut aussise mettre sousla forme de I'in§gali§ d'adjonction
gfinBralisBe suivante : 2gi 2, [8] ¢[8] + ci(K) ¢[§].

Sous cette forme, il est possible d'envisager une version beaucoup plus
gBrralede cet §nonds :

Th §orpgme 3.2 (Morgan-Szaltff Taubes,Kronheimer, Osz\dth-Szahd). Soit X
une vari§t® compactededimension4 avee by, | 2, et soit L le "br § dterminant
d'une structure spin® sur X dont I'invariant de Seilerg-Witten estnon nul. Soit
§ une sous-varfit® lisse compacte connexede dimension 2 plondgedansX . On
supmse soit que[8] ¢[8] , O, soit que X estde type simple. Si le gene g de
§ Vrie g, 1 alorsona

(3.1) 29i 2, [8] ¢[8] + jeu(L) C[8]];
etdanslecasopg= 0ona
(3.2) 0, [8] ¢[8] + jeu(L) ¢[8]:
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Le cas[§] ¢[8] , O adabord §t® dEmortr§ par Morgan, Szalfet Taubes
[MST], puis une preuve extrémemen courte et §garie a §t§ fournie par Kron-
heimer [Kr]. Dans le casou [8] ¢[8] < O le r@sultat est plus dixcile g obte-
nir, et la preuve due p Oszvéth et Szaly[OS] ne fonctionne que si X est de
type simple, c'est-grdire si toute structure spin® sur X pour laquelle la di-
mensiond(s) de I'espacedes modules est strictement positive a un invariant
de Seikerg-Witten nul. Nganmoinsce n'est pas une restriction trgs forte car
toutes lesvari§tBsp b, , 2 conruessort de type simple, et une congquence
des r§sultats de Taubes est que toute vari§t§ symplectiquep b, , 2 estde
type simple (voir x3.2 ci-dessous).

Dansle casb;, = 1 (notammert lorsqueX = CP?), desformules similaires
existert, mais leur §nond? est trgsd@licat p causede la structure en chambres
desinvariants de Seiberg-Witten. N§anmoins,Osz\dth et Szalfjont obtenu le
rsultat suivant, sanshypothpsesur b; (conjecture de Thom g@n@ralisge :

Th §orpme 3.3 (Oszvith-Szalf[[OF]). Une surface plondie sympletiquement
dansune vari§t$ sympletigue compacte de dimension4 minimise le genie dans
sa classed'homolgyie.

Dans le casb; , 2 et sil'on fait abstraction du problgme que posela
formule particulipre dansle casg = 0, ce r@sultat d§couleimm@diatemern de
I'in §galit® d'adjonction g&réralighe (3.1) en utilisant le fait que l'invariant de
Seiberg-Witten pour la structure spin® canoniqueest®galp 1 (Th§opmpme2.1).
En e®et,le br § dfterminant de la structure spin® canoniqueestK i 1, donc
toute surfaceplongie§ degenreg(8) , 1v@rie

29(8) i 2, [8] ¢[8] + cu(K) ¢[8];
tandis que la formule d'adjonction (2.9) donne, pour toute sous-ari§t® sym-
plectique § ° dansla m&meclassed'homologie,
29(8% i 2=[87¢[8%+ cu(K) ¢[87;
ce qui implique imm@diatemen queg(8) , 9(89.

Nous donnonsmaintenant la preuve due p Kronheimer de I'in §galit§ d'ad-
jonction g&r@ralishe dans le cas[8] ¢[8] , 0. On remarqueratout d'abord
gue la valeur absoluen'est pas n§cessairalans le secondmembre de (3.1) et
(3.2), car p causede la dualit® merntionn®e au x1.3, si L est le d§terminant
d'une structure spin® dont l'invariant de Seiberg-Witten est non nul alors il
en est de mémepour L' 1. Avec les notations du Thomme 3.2 et en posart
A (8) = max(2gi 2;0), il estdoncsuxsant de montrer que

A (8) , [8] ¢[8] + cu(L) ¢[8]:
Ensuite, on remarquequ'il est possiblede seramenerau cas[8] ¢[8] = 0 par

des$clatemetts, i.e. par sommeconnexeavec CP-. Plus précigmen, on utilise
la formule d'§clatemen suivante :

Prop osition 3.4. Soit X une vari§t® compactededimension4 avee b, | 2, et
soit X = X#CP son icla®. On notera E 2 H,(X; Z) la classefondamentale
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du diviseur ex@ptionnel. Soit s une structure spin® sur X, et soient 85 les
deux structures spin® sur X dont la projection sur X cofincide avec s et dont
le br§ dfterminant (s vBrie c,(Cs) ¢E = ~ 1. Alors SWy (8) = SWx (S).

De plus ce r@sultat demeue vrai dansle casb, = 1 si I'on considare des
chambes compatibles sur X et sur X.

(on notera que les dimensionsdes espacesde modules véri ent dy($s) =
dx (s)). On identiera dansce qui suit H2(X;Z) avecH?2(X;Z) © ZE.

L'int§rét de ce procBd§ est clair lorsqu'on remarqueque, §tant donnfe une
surfaceplongge § % X de genreg, en e®ectuan I'@clatemen en un point de
§ on obtient dansX une surfaceplonge§, toujours de genreg, mais dont la
classefondameriale est[§] = [§] i E et donc vErie [§] ¢[§] = [§] ¢[8] i 1.
D'autre part, ¢;(('s) = ci(L)§ E, donccy (L, ) 48] = ci(L) 48] + 1. L'in §galit®
d'adjonction pour § et L est donc §quivalerte g celle pour § et [, , ce qui
permet par rcurrencede seramenerau casop [8] ¢[§] = O.

Il reste donc g prouver que, pour toute surfaceplongie 8 Y2 X v@ri ant
[8] ¢[8] = O et pour toute structure spin® dont l'invariant de Seiberg-Witten
estnon trivial, on a

A (8) . clL) ¢f8]:

Pour obtenir ce r§sultat, Kronheimer introduit la notation suivante : soit
®2 H?(X;R). Etant donneune métrique riemanniennequelconqueg sur X,
on noterak ¢ky la normeL? et sy la courburescalaire,et on identi era ® g son
reprsemant harmonique.On d€ nit

k@ kg
ksgKg

Lemme 3.5 ([Kr]). Soit L le br®& dterminant d'une structure spin® dont
l'invariant de Seilerg-Witten estnon nul. Alors jcy(L)j" - 1.

= B3 sup
g

Preuve. Soit g une m@trique quelconquesur X , et soit (A; A) une solution
des®quationsde Seiberg-Witten non perturb$es L'§quationde Dirac DAA = 0
implique que (DD AA;Ai 2 = 0. Par la formule de Weitzerb8d (2.2) on a
donc 7

ir AAj2+ Sj?jAjz+ %hc(F;)A;Ai =0
Commec(F,) = (A"- A)g= (A"- A)j LjAj?, il vient
Z
Sg-"’-z 1-"’-4 .
29iRi2 + TiAi4 .
41 J” + 4J J 0;
dop 0, 2hsg;jAj%ig + 2kjA?k2 |, ik sgk? + kjAj%kZ en utilisant Cauchy-

+ -

Schwartz. D'autre part on mortre quejF, j? = %jAj“, d'op on tire
s 2KF kg = KjAj%Kg - ksgkg;

soit 41/f 2key(L)* Kg - Ksgky. Commececiestvrai pour toute métrique g, on
conclut quejcy(L)j* - 1.
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L'in §galit} d'adjonction g@rraligfe est alors une congquencedirecte du
lemmesuivant :

Lemme 3.6 ([Kr]). Soit ® 2 H?(X;R) une classev@ri ant j&* - 1, et soit
§ une surfae plondie Vv@ri ant [8] ¢[8] = 0. Alors A, (8) , ®¢[§].

Preuve. Quitte g ajouter une ansep § on peut supposerque ce n'est pas
une sphare (A. (T?) = A, (S?) = 0). Commele br § normal g § esttrivial, le
bord d'un voisinagetubulaire de § s'idertie g S! £ §, et on peut munir X
d'une m@trique go pour laquelleil existeun plongemen isontrique du cylindre
[0; 1]£ S'£ § muni de la métrique produit avec St de longueur1 et § d'aire
1 et de courbure scalaireconstarte. Soit g la m§trique obtenue p partir de g
en dilatant le cylindre d'un facteurr A 0 an de remplacer|[0; 1] par [0;r].
Lorsquer! +1 ona

ksgkg = 44'2(2gi 2)+ O(1);
tandis que toute 2-formereprsemant la classe® a n§cessairemeanune norme
L2 minor§epar r'= (®¢8]), d'ou k®ky , r'=®¢§]: Commek®" ki+ k& kI =
k@k] et k@ k| k® ki = ®¢®, il vient 2k® Kk, r (®¢[§])* + ®¢®, soit

P Skerk, . 12 (®@es]) + O():
D'autre part I'hypothgsej®™ - 1 implique que

p 1 _
4—1/4ksgkg = rP2(2gi 2)+ O(1):

En combinant cesdeux in§galitfspourr! +1 onobtient 2gi 2, ®¢[§].

é k®+ kg "

3.2. Cons®quences de I'in §galit § d'adjonction g®n®ralis §e. En combi-
nant I'in §galit§ d'adjonction ggrralisfeaveclesr@§sultatsde Taubesd§crits au
X2, on obtient des propri§t®s remarquablesdes invariants de Seiberg-Witten
desvari§t®ssymplectiquesqui viennert complter lesconditions §nondesdans
le Th§opmpme?2.1.

Corollaire 3.7. Soit X une vari§t® sympletique compacte de dimension 4
ave by | 2:

1) pour toute structure spin® dont I'invariant de Seiterg-Witten est non nul,
la dimension de I'espace desmadulesest d(s) = 0. En particulier, X estde
type simple, et lesinvariants de Seilerg-Witten de X sont p valeursdansZ.

2) pour tout br® en droites non trivial E tel que SW(E) 6 O, le dual de
Poincar® dec,(E) estla classefondamentaled'une courbe sympletique plondie
dont chaquecomposanteconnexeCy VBri e g(Cy) = 1+ [Ci] ¢[Cy].

Preuve.On peut selimiter au casop le br § E n'est pastrivial, card(s) = 0
pour la structure canonique.Le Th§omme?2.6 fournit donc une courbe pseudo-
holomorphe (non connexe)dont la classefondamerale est duale de ¢;(E).
Soit Cx une composarie connexev@ri ant [Cy] ¢[C«] , O : la formule d'ad-
jonction donne 2gc i 2 = [Ci] ¢[Ck] + c(K) ¢[Ck]. Si gk = O, l'in§galit§
d'adjonction g&rralisBe (3.2) appliqu@ep la structure spin® canoniquedonne
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[Ck] ¢[Ck] = ci(K) ¢[Ck] = O, ce qui estimpossible.On a donc g , 1, et
I'in §galit® d'adjonction gBrralighe (3.1) donnecy(K) ¢[Cy] , ci(L) ¢[Ck], ou
L=Kil- E2 Onadonc

(3.3) c(K) ¢[Ci], c(E) ¢[Cyl:

Considgronsmaintenant le casd'une composarte connexepour laguelleon a
[Ck]YCk] < 0. C nepeut pasetre un tore multiplement couvert, doncmy = 1
et c1(E) ¢[Ck] = [Ck] ¢[Ck] - i 1. D'autre part la formule d'adjonction donne
c(K)CC]l=20i 2i [Ck]¢Ck], Oj 2+ 1= 1.L'in%galit® (3.1) demeure
donc valable dansce cas.

Par sommesur lescomposartesil vient ¢;(K) ¢ (E) , ci(E) ¢ (E), cequi
par la formule (1.5) entra®ned(s) - 0. On a donc n§cessairemend(s) = 0, ce
qui prouve l'assertion 1.

D'autre part, commed(s) = 0 on doit avoir §galit§ dans (3.1) pour toutes
les composartes Cy, ce qui implique que ¢;(K) ¢[C«] = [Ck] ¢[Ck]. Par la
formule d'adjonction (2.9) il vient gx = 1+ [Ci] ¢[C«]. En outre dansle casou
my > 1 le tore Cx a un br § normal trivial et on peut donc le remplacerpar
my tores disjoints plong§ssymplectiquemen et appartenart g la mémeclasse
d'homologie.Ceci prouve I'assertion 2.

Le méme genre de raisonnemeh permet d'obtenir des cortraintes sur les
vari§t¥ssymplectiquesminimales, c'est-grdire ne cortenant pasde sphgresym-
plectiquemen plonggede nombre d'intersection 1. Une vari§t® symplectique
est minimale si et seulemen si elle n'est pasle r§sultat d'un §clatemen sym-
plectique.

Corollaire 3.8. Soit X une vari§t® sympletigue compacte minimale de di-
mension4 ave by | 2:

1) a(K) ¢ei(K) , 0.

2)1, bii 1)+ ¢b.

Preuve.On seplacedansle casde la structure spin® duale de la structure
canonique(E = K), et on considare p nouveau la courbe pseudo-holomorphe
fournie par le Th§omme2.6.D'aprpsle corollaire pr§didert chaquecomposarte
Cx de cette courbe v@rie g« = 1+ [Ci] ¢[Ck]. L'hypothpsede minimalit §
interdit le casgx = 0, ce qui implique que g« , 1 et donc [Cy] ¢[Ck] , O.
Comme les composartegsort mutuellemert disjointes, par sommesur k on
obtient ¢, (K) ¢cy(K) = [Ck] ¢[Ck], O.

De plus, cette quartit § s'exprime en fonction de la caractristique d'Euler-
Poincaf A = 2 2b + b, et de la signature % = b, i b, par la formule
ci(K) ¢cy(K) = 2A+ 3%: onadonc2A+ 3%, O, cequi donnelin §galit§ de
l'assertion 2.

Lescontraintes donn§espar le Th§omme?2.1 et lesCorollaires3.7 et 3.8 sort
extrémemen fortes. Elles sort au coeur de la plupart desargumerts utilis§s
dans les travaux r§certs pour prouver qu'une vari§t® n'est pas symplectique
ou pour obtenir desr@sultats sur la structure d'une vari§t§ symplectique.



22 3. LA CONJECTURE DE THOM GENERALIS BE

Bibliographie. Partie 3:

[FS] R. Fintushel, R.J. Stern, Immersed Spheresin 4-manifolds and the Immersed Thom
Conjecture, Turkish J. Math. 19 (1995) 145{157.

[Kr]  P.B. Kronheimer, Minimal Gerusin S* £ M3, Invert. Math. 135 (1999), 45{61.

[KM1] P.B. Kronheimer, T.S. Mrowka, The Genus of Embedded Surfacesin the Projective
Plane, Math. Res. Lett. 1 (1994), 797{808.

[KM2] P.B. Kronheimer, T.S. Mrowka, Monopoles and Contact Structures, Invent. Math.
130 (1997), 209{255.

[MST] J.W. Morgan, Z. Szallfland C.H. Taubes,A Product Formula for the Seiberg-Witten
Invariants and the GeneralizedThom Conjecture, J. Di®. Geom. 44 (1996), 706{788.

[OS] P. Oszvdth, Z. Szalg] The Symplectic Thom Conjecture, preprint (1998).

Centre de Math 8matiques, Ecole Pol ytechnique, 91128 Palaisea u, France
E-mail address auroux@math.polytechnique.fr



