SHMINAKIO J. C. MOORE

OPusRACIONAS COHOMOLOGICAS ¥ SISToMAS
DE POSTNIXKOV

1. Introducciodn
Sean JI , G dos grupos y n, k dos enteros. Una ope
racién cohomoldgica T con respecto a 51, G, n, k asocia
a cada espacio topolégico X una funcidn
D BR(X;TT ) —= HME(;0)
de tal manera que si f£:X —» Y es una aplicacidén conbtinua

de X en Y, enitcnces el siguiente diagrama es conmutativo
ERY;91) s HOE(Y50)

i ]

HYETT) | meiape HE*E (265

Sea K (71 ,n) un espacio topolégico tal éue

si q # n,

0
T (% (TT 1)) ={ﬂ R

Denotaremos con Tl (X;Y¥) al conjunto de clases de ho-

¥ mste seminario tuvo lugar en el Institutc de Matematicas
de la Universidad Nacional Auténoma de México, en agosto de
1958. &mstas notas fueron redactadas por varios de los asig
tentes al seminario.
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motopia de las funciones de X en Y. Se conoce la siguien

te propiedad:

Bxiste una correspondencia buinivoca entre ﬂT(ngCCﬂ}n))

X B (X;70). La correspondencia es la siguiente:

Sea f¢€ JT(X,KUIT .,0)). bkntonces f determina
£% ¢+ BNK (TL,0);T1) —s HA(X;T0).
Tenemos que
B (K (TT,0)390) = Hom (H (K (JF,n);91) ¥ Hom (IT,77)
(del teorema de coeficientes universales y del teorema de
Hurewicz). Sea i el elemento candénico de Hom (J7 ,J7 ),

o

es decir el homomorfismo idéntico. sntonces f*(iﬂ.) € B %, 90)

-~

y a I se le asocia f*(;ﬂ ). Se demuestra que la corres-
pondencia esté bien definida y que es biunivoca (ver, por
ejemplo [5] pég. 43.)

Sea ¢ el coajunto de todas las operaciones cohomolé-
gicas relativas a JT, G, n, k. Con ayuda de la correspon-

dancia arriba mencionuada se demuestra el

TuOiaMA 1. Hnﬁk(j((ﬁTgn);G) estéd en correspondencia

biunivoca con el conjunto (¢ de las operacicnes cohomologi.

cas relativas a JL, G, m, k. La correspondencia se define:

Sea

v e BYEK (T1,0):6).
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Tomemos un elementc arbitrario ug E2(X,J1). Por lo mencio-
nado antes, se determina una funcidn fu‘ : X =3 X (T ,n),
1a cual nos determina

¥ 1 BPE(IIT 0)36) —— BPHE(X;0).
Definimos entonces
o, s BRI ) — H2*E(x:6)

con la férmula
‘I,‘v(u) = :ff;(v)°
La correspondencis inversa se establece en la forma siguien
e
Dada T, %enemos, para X = (J7,m),
? : BRCK (T ,0)500 ) —> BUECK (97,0);56)

vy a T le asociamos ‘3&3(3‘.:’T )

Se demuestra que estas correspondencias estén bien defi
pidas y que efectivamente una es inversa de la otra (ver por

ajemplo [5] pég. 44).

Sea A =Zn Ang B =2—-n Bn deos grupos graduados con

diferencial 4 : L .121]1__19 [ Bn e En_m” dd = 0. 5

-

dice que f : A ==3» B es un homomoxrfismo de grade k =i

£(A)CB

- Designaremos, mientras no de lugar a confusidn,

Hom (A,B) mZ'_k Hom,, (4,B),
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donde Hom, (4;B) es el grupo de todos los homomorfismos de
grado k.

Para el grupo graduado Hom (A,B) se define 4 con la
férmula

(af) a = d(fa) + (-1)¥* f£(aa),

Si f es de grade k. LuLvidentemente df es de grado k-1.

8i f€ Hom (A,B) es un ciclo de dimensidén cero, se tiene

0 = d(fa) ~ f(da),
88 dacir f es un homomoriismo de cadena, e inversamente.
Si f, g son homdlogos y de grado cero, se tiene
(f«gla = (dF)a = d(Fa) + F(dA),

es decir f, g son homotépicas (algebraicasmente). De aqui
resulta gue Ho(Hom (A,B)) esta en correspondencia biunivo-
ca con JT (A B).

si B, =70 By = 0 para g # 0, entonces si
O # feHom ,(A,B), entonces £ : A —»J{, es decir,

Hom_, (4,8) = Hom (AkgTT) u CXCh,TT )s
En este caso, la froatera estéd dads por la f£érmula
(a)a = (~1)%*! £(da) = («~1)5**(§1)a.
Sea ahora X un espacic topoldgico y r un grupe topo

légico abeliano. C(X) designaréd el grupc de cadenas singula
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reg d8 I y 5(7 ) 1la coleccidn de simplejos singulares de
I con la estructura de grupo abeliapo dada por el siguien~

te producto:

@

__/})g- " &ix /:;q e | A e T
es decir (0 T M%) =@ (8) T(t). La frontera em S(| ) se
define con do"am(BiG') ai}n Se sabe que

B (s(T)) =J0(T).
i8s adelante se demostraré que
(X, ) = By (Hom (C(X3. ([ )
La correspondsincia seré: si f : X = [7, £ induce
f# : C(X) == C([ ). 3e tiene ademas un homomorfismo natu=-

ral 1 de C¢{") en s8(I"). Formamcs la compoaicidn

6(x) ~s 6(T) =L 5(1)

que es un homomorfismo de cadera de C(X) en S({ ) 7 por
lo tanto representa un elemento de HG(Hom(C(X)gb‘({"))

Se puede probar gque

M B2 T, (7)) = HyCHom (6(x)38(T)).
Combinando esto con el resultado previc se obtiens

Ty = T 1, 88 I7,(0 ).

En el caso particular de que I” = K(7T,n), se obtiene

Tt KT ,n)) = HRCX;TN ),
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resultado mencionado al principio del parrafo.

Se generalizaré el concepto de operacidén cohomolégica
en la forma siguients. GSean F" y /\ dos grupos topologi
cos abelianos. ©Se llamaré operacién cohomoldgica a una fun-—
cién

T H (Hom (C(X);8([ ) ——H (Hom (C(X);8(/N\))
que conmute con los homomorfismos inducides por funciones con
tinuas de X en Y. Por lo anterior esto equivale &
r: [, BT~ [T, BYGIT (A,
10 cual generaliza la definicidn primitive como se ve tomando
T = B(TT,n), A= K(G,n+k).
La generalizacidén dsl teorcma mencionado antes sera:

TrOLukMA 20 r1n(Hn(f_;ﬁTn(f\) estd en correspondencia

biunivoca con el conmjunto & de las gperaciones cohomoldgi

cas generalizadas relativas a o\

Sea Vveg rwn(Hn{T";?Tn(}\))ﬂ Hste determina
fv‘r“"“’/\
ysi ug FTnH“(x;an(r‘))E anilogamente determina
- X iz |
Batonces fv fu HED e e f\ determina un elemento w de
M - Hn(KgﬁTn(f\))a La correspondencia que asociz a u el
elemento w es la operacidn cohomoldgica generalizada T

que corresponue a Vo
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2. Complajos de Grupogs

Recordamos brevemente gue un complejo semisimplicial

X = LJQE>OKQ tiens dos operaucres, cara y degeneracidn

Bi 4 xq+l “"f'xqg i = 09 Bo0o g q+l‘

Si e Xq e q+lg i “ 09 a0 ey qi&

los cuales satisfacen las condiciones

05245 = 04304 i< 3
85 aj = sj+1 84 &
ai sJ = a,}’albi -
ba 8y = bj+la,j = ident.

bi s;j = sjbia-l i> j+l

Un compleje de monoides r‘ es un complejo s.s8. tal que

cada r; es un monoide con unidad ¥ 55% 8; son homomor-

Lismos gue transforman la idenlidaa en la identidad.

Un gcomplejo de grupos es un compléjo monciaal en el cual
toda ['q es grupo. Se llamara abeliano si toda [-Q es
abeliano. Como ejemplos se tienen losg simplejos singulares

de un grupo topoldgico, el complejo de cadenas singulares

de un espacio topeldgico, etc.
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SRUPOSICION 1. Sea E__ un comp.ejo abeliane de grupes.

R

LA ) el subgrupc de rq gensrado por los simplejos dege
nerados y

. g-1

L = Ker 0O ..

Nig ﬂj_o ¥
unatornces

D =R (])-
[o/2() = 8 (1)
£l isomorfiemc es el inducido por &1 homomerfismeo

' l—q e r’q definido por

Y= Yg-1¥g-2 °=* Yo
aonde \-i?’i 2 rq o rq (i = 0y casy g=1) astan dados poxr
+a férmula
Py () = x(s, D, x71).
Demostraremos primere vearias propisdades de las lfir,
\? 9 alg_;una;é de las cuales se usaran para demostrar la pro-

posicidn.
1) Bi“f:j ™ x_?;}flbi para i £ j
CONFRUIC SR
3) 39, = 1?*3:1 para i> g+l
4) 9 S48 ‘-fj(:»:} = ( 33#}_33{ aj'-xﬂl)

v '\?. 8, = Si\fji-l para i< J



-
<&

6) \_P'} Sa”l(x) = (s‘jhlx){ajxw }

7) “?;i 8 [x) = lq'

Demostraciones.

1) Dy Yy 0 = Ay alsy 0y X7 Dy w(3ym )
= N s i
Bib P 04¥(85. aa‘mlaix )= P ‘»»1(91"""'

* 0, x(s ;

ch!

i

2) })3 9502 0 NEER B *1yy = ¢ inb'jx‘”l) -1

Y 5" .l
BiX(‘aiaJ Dtjl\’. 1) = 312{(53 " i B e )

~
4
5) di \F:jxxa‘ el 3=k,

» B:;. x(s‘jbjbi 2y \PJ aj_{ﬂ--

"‘\

‘ - _ 1
i ..,\ - ( , )
4)  Dypg P48 = 0y X3 48, O = O yx( ™).

@ o

A | *ml' = 3 P - =
5) sitfj(x., = Six(aisjaj“ ) six{sjd"i O,]'x )

&AL 5. (
Y;ﬂl bi“xL

=, " o
. %) = 8, (x)(s.0 .8, “) =8, -x(8, ) o
6) \?Jsa_l(e) 84,1 y)(quJ guaX ) = By gx(BX
1 @]
- e n ‘ = 8. ;(‘ » 5 = ©
7) \i)ds (%) = (a aassx } PRt ) lq,

Pasende a la demostruacidn de ia proposicidn, suponsamces
primero que xX€N_, es decir, O = 1y Pera = Oyece,
, -4 B
mobonces

4 " 9 S o R
\]Oj(h} = ,.(s‘jbj.m ) }*(’331{3.&_) £1 =X,

de donde también \.P{x) = X, 88 decir, \]O ! Nq = ident.



Demostraremos ahora que (} )-H_ . En efacto, si
4 g’ dq

o

X € T;, 'YKx) @8 tal que, para J = 0, ..., -1,

0P = Oy Pg -+ ¥y -+ Pol®
a2 *+r 9303 Pa-10 e Yo Pauz -++ Pyu1 2g1 = Tga

De las dos propiedades demostradas se sigue qus 1? es

un homomorfismo de f-q sobre Hq. Por otro lado, si

sj(x)e Dq([‘), tenemos que

\?(six) ='W>q_l e 1?3 i 1?0 sé(x) =‘?q-l'°'\?d 3,,.\f0(x}=1q,
es decir Dq(r) Ker \,P "

. Batonces

Inversamente, supongamos gue \?(x) = ll

=
Lo = Yoo Wol® = W oee e WP ()8 3 B 1 Wy pee- W& 0

de donde

Yo-2 *+ Fol®) = 8gy aq—-lxpwl SR (YCOF

ee decir,
1?9._”2 ’\?O(:{)E 1 mod Im 81"

Coantinuande este proceso se llega a

x=1 mod {Im s + In s ¥ sun o Iw SQ),

Q-1 q-2
es decir, xequ(Yw}, con 1o cual quada demostrada la propo

sicidn.



Sean N(§ ) mzi.Nq(rw)w (V) = Dq(f')a subcompleios
de | (es decir cerrados bajo O ).
PuOPOSICION 2. La composicion

8 4 T L ryach

T IR TTT . m N

dopde i a inclusidn y W el homomorfismo canonice in

duce un isomorfismo de complejo (con respecto a B )

N(TY & T /(7).
#8t0 se sigue de la proposicidn 1 y de la definicidn
del isomorfismo.

PROFOSICION 4. w1 homomorfismo induciuo en homologia

por la inclusién de N([ ) en [ es un isomorfismo:

HNCT )) = 8(T)-
Bo el diagrama N{T) m£#-r“ s N([ ), 1la comﬁosicién
\?i es la identidad por lo tante la i en homologia es mo-
aomorfismo. Sea ahora x un representante de un elemento
de H(V ). santoaces Ox = %20(<aixj €(1) | s

Demostraremos que en | , x €3 homdlogo a 1?("), lo cual

prueba la proposicidn. in efecto,

o 1 et EEE)T
a {ng} =y B (5 K\' C (l) E !--! =0 -‘30 ai"-lx -
i=0 i=g

q (4 +] t 5 &3
% 3 rj a& % €(1+1) | 8 0 x ::clixs.a x}.mzc‘lfﬁ(z}9

o ',

. ol e



es decir, X es homdloga a X?O(x) en | .

¥

~ = .‘ * -~y - “ . 4 - e
Sea vy ‘Whml‘?gma e P (x). Supongamos como hipdie

sis de induceidn que x  es homélogo a y. Lnbonces tenemos

_ . )
a y = lq~l’ 5}k ¥ = lq~1(k = 0, 20., j~1). Formemos
g+l . J=-1 N Q4L

0(s. =11 (3,80 ST e, 12 0 €M 03, v
J i=0 d i=0 97 i=mjed

q . J . - o
= oy T (2yy SN hes T 9y E)ag 0y €09
A=

." i s A PERN . = . . PR ! ( .' N
de duonda y es homdlupo a !a(y) \fJ\Paml .fa\x)‘

es decir, x es homblogo a W(x), q.e.d.

sea A el complesjo semisimplicial llamado g-simplejo

sbtanaard {ver fal, 10) ¥

b et iy e T

SUA Iy = CLANMDCL D).

Para izggcangq@‘l 88 ds.ﬁ;‘.ﬁe Ei:‘jggana«‘,g_“("“i‘ﬂ-%C’go.n,Q":‘lE"
AR S 4 g -

63‘13} = 73‘.': l’]<1
E,{4) = §+1, ixi.
Andlogamente para i=0,....,q 858 define Wi:{O, :-vg}wrﬁ{ﬁ.v. .



Designaremos tambien con €y ‘r(i las transformacioncs semi
simplicizles determinadas por £4, ¥4 eR ""\"q‘ g’_\)qdn

Definicidén: Si A es un complejo de cadenas, K(A)

es el complejo semisimplicial definido como sigue:
1) K(A)q es el conjuato de homomoriismes de cadena
: C(Aq)ﬂ — A
2) si fex(.r;)q, Bi.f = f&,€ x(a)q__l, s;f=f 1) € K(ﬂ)qd
(55 Aq = Q0 para q £ y A, = 2 1 entoncas definimes
E(T ,n) = K(a).
Sea fé N(K(a)), es decir, £ : C(AH_), —» A, homo=

morfismo de cadena tal gue bif = Q para i = 0y0.c,9-di-

Definimos A : H{4{4)) = A4 con la lérmula

A() = £(0,. 00 0a).
Likia 1. A es un isomorfismo de cadens:

Nt NK(A)) —== A.
Tanemos gue
DAL = 02((05.00,q)) = £T(-1)* ("':i(f‘;._‘z.,,.gq} ;
Z(-10% 3,£€(0,+,0)) = Z (-1)* A, x =~ A2 1.
Supongamos ahora gue ?\ (£) = 0. intonces como para

1 = 0,000,G~1, B t-—O se tiene



0 mnBE((0seees@)) = £0(0,00049) = £2.(-1)3 E;€0yc0-0q)
Tyt 2,£((0,04,0)) = D (0,00 042)) = £((0,. - 1g-1))e
Ademds todos los simplejos (mogu”,,mr) de dimensidn
r< g-1, distintos de (0,...,9~1), sSa pueden escribir en
la forma
(Byreeest) = &,(Kyrenesky)s 0€1€ g1
matonces en estos casos
£lm yeeosmy) = £ € (K younsky = D F(k 0000k ) = Oy
es decir, f{ se znula en Hodos los simplejos de L\q..
ademfés A es epimorfismo ya que si ag Aq.} daefinien-
do fa : G(Aq)N s A COR
£,000:-0459))
£,0(0s00450-1)) = (- 1)1 Da,
£, =0 en los demés simplejos,

21 bomomoriismo asociado es evidentemente de cadena y
e
e,

Leus 2. Sean /N 3 T dos complejos abeliencs de

grupo y £ : N\ == [T un howomorfismo tal que el inducido

P ™

£ ¢« B(A) == N([ ) sea isomworfismo. sntopces f: P

P

tambien iscmord 'l.uI*’j"Jn

25

i..G




Epn dimension cero, el lesm es trivial ya que A\ ﬂzi\';far.:f\ o
oy No( r).. Supongames gue para dimsensiones menores gue ¢

s monomorfismo y sea x E/\q tal que f£(x) = 0. Hntonces

f(BiX) = Bif<x) = 09 (i = Ogcuagq) pOI‘ lO t&ﬂtog ‘aix“Og

de donde x€ Nq( /A\); por consiguiente x = O.
Supongamos zhora que es epimorfisme para dimensiocnes mg
nores Que q y sea X & rq" kseribimos
X = \.?(x)+(x« 1?(};}}‘
\?(X) GNq(r), {x'»\P(x)) £ Dq(r) por lo tanba,
(x) = £(y) cou yeN (N): x- w(x) =J s;%x,  con

X; € f‘q_lc Poxr lc tanto Xy = fg,}’i) con ¥, € /\c;-_-vl‘-’ en~

tonces i - \F(x) :.Z_.‘f(siyi) = £f{(z) con =z (—’;/\q, q-a.G.

Sea ahora r un complejo abeliano de grupos y x ¢ |

Sea ‘%v : O( Ao:‘: —> | el homomorfismo semisimplicial de
- 4 g

terminado por

?3{((0“"' > “TQ)) = K.

Bste dnduce un hopoporiismo de cadenas

b = . v 5
9x L“AQ)N ——za M{T Y
:

PROPOSICION 4. g4l homomorfismo & : 1 =3 XK(N({"))

defiside pox E(x) = §_ @8 ua isomorfismo de compleios

X [ ] A st

de grupo-



F g
et
Fah

Probaremos primero que 'g’x €s semisimplicial:
on efecto,
) o= = & . =
;5(x) = I35, = B &, 591“‘) Sax
g CQmo
\t (O 88 ¢ _l = = o ean.i ¢ &0 "'"1 = a X
‘,‘-’xéi‘ ) 2G=1) sx( 9 sl y 9 G=1) i

gaix(0, [ Y ‘q-l) = {?ix,

-\'t fyee S .“:— {2 -
: . ¢ i ; : -
9j§ = § &;. andlogamente se demuestra para ;

obtenemos
Consideremos el diagrama
NCT) e NEEQI(T ) 2= N(T)
donde 'g = g EN([') ¥ N es el isomorfismo del lema 1.

f')':—

Lz composicidén A& es la identidad ya que
I r

fs . N “
AE (x) = A( E) = ;xco,”.ﬁq) = X.
Por lo tanto % @3 isomorfismo, de donde, por el lema 2

% es Gambién isomorfismo.
sea (L 1a cubegoria de complejos abelianocs de ETupos
y hemomorfismos semisinmpliciales y sea 62 la categoria de
complejos ue cadena y transiormaciones de cadena. Sea
K. ff - (L 8l functor definido poxr las formulas
E i G ——an L0) ce @)

¥y i f : C «—» C, ez de cadenz, definimos
ohe [ -4

B(£) 2 K(Cy) == K(C,), K(£)€ (L con el diagrema
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K(Cl)q - ZO(Hom fC(&q)chl))

| i
K(£) J, £ l

ﬁ(czjq o Zo{ﬂom (C(&q)N‘CE))n

Sea N : (QQ—— £ el functor definidc por las férmulas
N : > 8(s) & ay, (2€0)
ysi £ : 4 =3 A, entonces R(L) = I\E(Al) --@N(i‘tz) esta
dade por N(f) = rIN(;ll)n
TaOhuiia 3. Los functores
K & {e i 0_3, R 63 i 8
son inversos y establecen un isomorfismo entre las cateporias

& g £

1 lema 1 y la proposicion 4 establecen el isomorfis

: [ s
mo entre los objetos de (1 v C . Nos resta verificar el
isomorfismo entre las funciones, o sea la conmubtatividad er

los sigulentes diagramus

M

A

W

Al

2
: l 1%
K{8(aqy2) K(8(L£)) i K(N(J‘ta))



B N

g &

4

N(K(o,)) —BULEN o n(x(c,))

puesto gue § 53\ son isomorfismos. Sea :££A1; tenemos

%f(x}(ow'ﬂr(l) = gr(x)(o"”"’Q) .- [f(x)] € (A2)N

E(N(£)) & (x)(0,. -2 50) = N(EX(x) = [£(x)].
Sea anora zleN(R(Gl));

(A = glu(0,...,9))-

CANCE())u = N(K()){(u(0y00-,2)) = gu(0ye-0sade

Seen X, ¥ dos complejos semisimplicizles. Designarg
mos con M (X,Y) el conjunto de transformaciones s.8. de
X en ¥. 8i ¥ = | es ua complejo abeliano de grupos,
M (X,¥) %iens estructura de grupo inducida por la operacidn
‘en. | v si X +awmbién es complejo abeliano de grupos. las
transformaciones seran homomorfismos s.s.

TiORelA 4. 51 X @8 ul C.8:-8. F 5 un complejo abe-

lianc de grupos, entonces

M, T ) &2 (Hom(C(XDy,s r'N))u
si £eM(X,["), 7 determina FTeTN(C(X),[ ). Lsta co~

rrespondencia f —» £ a8 biunivocas por el teorema 3



M, ) = Zo(Hom (C(}‘[)N, l’“ﬂ), ge@.d.

Sean X, Y dos complejos semisimpliciales y XXY el
producto cartesiano semisimplicial (ver (4] , Cap. 1)
LiMi 3. Las funciomes f : C(XXY) —— C(X)@C(Y),

£flx,y) = Zj 0('5 Yx e 'ao)q"iy

donde P, = o y ¥: C(X)@ C{Y )= C(ANX V),

e
dim z“

Vi(x®y,) =2 (8,X ;8,7,)
PP’ TV T
dopde ( M,¥ ) g8 una {p,q) Dbarajada,son transformaciones

de cadena e inducen una egquivalencia de cadena. Ademés

£V = ident.
Para la demostracibn {var [4])., pig. 60).
£ ] RE = 13 - ] -4 . Q’ s - "
TLOKelA S. Pl funcktor N : (L— € ipduce un isomor-

* sl

fismo natural

i - . !"' s = - ; -
X+ T (X, T ) ~= H_(Hom (C(X)g, [y)-
Demostremos primerc que ?’ esta bien definida. Sean
B s gl : ¥ = [ dos transformaciones s.s. (I = L‘;-‘} ho-
motépicas § G : IXX —=b - ia homotopia. Sean
\"'i : X - IxXX las inclusiones Yli('X} - {s%{i)ﬁ) >

(i =0, 1). intonces & Y‘z_i = @.. Considerando el diagrama

e aln
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inducido por G, definimos g : G(X)N.——ww rﬁ de grado 1
por la férmula
gla) = N(G)V ((0,1)® a).
Por la igualdad
V(i) ®a) = (s3(3),a) = N( Y )a
se tiene que |
N(G)V((j)®Da) = N(GIN( ‘73)(8) = 8(G 7;)(a) = H(gj)(a),
de donde
(dgla = d{ga)+g(da) = d(N(G)((0,1) ®a))+N(G) V((0,1)®da)
= H(6) V(1)@ a)-N(6) V((0)®@a) = N(g;)(a)-N(g,)(a),
lo cual demuestra gue ?( transforma fuanciones homotdpicas
en ciclos homéloygos.
Como ‘X es evidentemente epimorfismo, bastara demos-
trar que es monomorfismo. Sea h 1 X =—i= ™ tal qusa
N(h) = dg. Se construye con g : C(X)N e rﬁ,
B ¢ C(1)®C(X)y —= FN,
transformucidon de cadena dada por
g(0O®a) = 0,
g(l®a) = (dg)a,

g((0,1)®a) = g(a).



(21

Sea G =Ef en el diagcrama

T = &
C(EK)y == C(I)y ®C(X)y £, FN
Latonces )K(G))"lzlxx —s [, y haciendo (Sg(j),a)%j»

y ﬁzj(ﬂpno,q) = 2y tenemos

’)\K(G))\"lzj = NK(G) ]«\zj = Ngt "'z;; = gfzy =

- e300 0) = EZ (3 @@ () e -

2 9] si J = 0
= g((j)sa) = {
dg(a) = N(h)(a) si J = 1.



3 Formulas de Kﬁnneth‘z de los

coeficientes universales

Sea f\ un anillo conmutativo con unidad y P un f\-
médulo. P se llama proyectivo si todo diagrama de /\-mé-

dulos del tipo

P
|
A emmmeip AV cemmegr ()
en el cual el rengldén es exacto, puede completarse en el
diagrama conmubtativo
|
A =g A" = 0.
Por ejemplo, si P es un mdédulo libre, P es proyec-

tivo.

PHOPOSICION 5. Sean A y C dos A -mbdulos graduados

diferenciales. iintonces si

1) A es proyectivo con graduacién no pegativa y

2) H(C) = 0

8e tiene que

H(HOMA(Agc)) & O,



Demostracidn. Sea f€ Zk(HomA(A,C); entonces £ sa

tisface la iguuldad d(£(a)) = (=l)kf(da)o Tenemos

By . T ?k-@-l

Voo, b

a, —2= C
v
Cged

¥ la igualdad mencionada significa gue d(fi(_a)} a(-l}kfi_l(da)
con a€h;- En particular, para i = Q0 tenemos d(foia})ao,

0 gea, fl(_;xogczk(c) = Im (d:Ck”, S Ck)o Tenemos asi un

diagrama

a.
Gk+l e ZK(G) e )

¥ por la proyectividad de Ao, existe so:Ao ——— Ck+l tal

que ds = £ . Supongamos pues definida 8y, i Ck:-:-.j-s—l

para j<n, tal que

k
dBJ + ("1) s‘j"’l d = f.ju

Consideremos

wl+l . :
ol = £ + (~1) 8p.yd ¢ Ay == Cp



£~

Tenemos que ¢((a} es un ciclo pszra teda ag€hy, ya que

d(cl(a))

K+l ;
d(£n+(-l) snwld)(a)

(=152, _yae (=15 as__,a)(a)

= [(=1)%2,_ja(a)+(-1)5* (e, L +(-1)5"s_,a)](aa)

[(=1)%g,_jae(=15*2,  d](a) = 0
Luego

‘:‘“‘&n)C Zn4x(C) = Im(dzcnﬂ-kd.ﬂl% Crecd
Tenemos pues

An

I

P U,

Gn+k+l

Y por serx An proyectivo, existe sn:ka oD Cn+k+l" tal
que dsn = 0, 0 sea

& k .
db’)n + (ml) 8 d o Ina

D=4
Hemos pues definide 8 = {sa} Hom)\{““c)}ml” tal gue

(ds) = £fo O sea, £ es frootera, g.c.d.

Q wmip C7 —ip ey GV i )

una sucesidn exacta de f\ ~médulos diferenciales graduados.
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S1 A es un f\ -mddulo diferencial gradusado tenemos que
0 == I:iomA (4,0") -}@-Homl\ (A,C) — HomA(A,C“)

es una sucesidn exacta de grupos diferenciales graduados.
Si suponemos ademis que A es proyectivo, tenemos
A(ASC“) e O

¥ correspondiente a esta sucesidn exacta, de la mapera usual

O =i Hom A(AQG”) ks Hom I\(A,C) ~=3- Hom

obtenemos el trifagulo exacto:

H{Hom A(A G*) 3 H(Hom (AlC))

\/

H(HomA(AQC"))
doade i,j son homomorfismos de grade 0, ¥ d# es8 de

gradoe 1.

Recordsmos gua un anillo A s2 llama hsreditario si

tiene la siguieate condicidn:

Si A es un /\-v-zz;édulo proyectivo y B es un Aw
submbédulo de 4 entonces, B as proyectivo.

kecordsmos también la resolucidn proyectiva de un mé-
dulo difereacial graduado sobre un anillo hereditario /\:
Sea C un /\ ~-mbcdulo diferencial graduado ¥ coansideremos

la sucesidn exacta:



5% A es un f\ -médule diferencial zradusdo Genemos qua
QO e HomA Lk, 0% —-‘Lav-ﬂoml\ (A,C) —=» HomA(A,C")

es una sucesidon exacta de grupos diferenciales Zraduados.
Si suponemos ademés qus A es proyectivo, tenemos
0 — Hom , (4,6°) =3~ Hom p (4,C) ~s Hom \(4,C") ~—s» 0
¥ correspoandiente a ssta sucesidn exacta, de la mansra usual
obtenemos el tridngulo exacto:
H{Hom A(A?C“) --‘i-lw-%- H(HomA(,’;lC))
N0
H(HomA(A,G"))
donde 1,J son homomorfismos de grade 0O, ¥ d# es ds

srado Lo

Recordsmos qgus un arillo /\ 83 llamz hereditaric si

tiens la siguiasnte condicidn:

Si A es un Ammédulo proyectivo y B ez un /'\‘,
submédulo de A eatonces, B as proyectivo.

kecordsmos tambion la resolucida proyectiva de un mée
dule difereacial graduado sobre un aaille aereditaric /\:
cea G un /\w-médalo diferencial graduade y consideremos

la sucesidn exacta:



0 =3 B(C) =23 2(C) —ds H(C) 0,
donde B(C), Z(C) y H(C) son respectivamente los grupos
de fronteras, ciclos y de homologia. Sabemos que para un
anillo A cualguiera, todo N -médulo 4 es el cociente
de un A-médulo proyectivo. Consideremos pues B(C),

0 &= B{(C) w=— Bl e Bl slms: )
donde Pa es proyectiveo. 5i N\ es hereditario, Py tenm
bidn es proyectivo, y obtenemos as{ una resolucidn proyecti
va de B(C), es decir una sucesidn exacta en la que los

términos a excepcidn de B(C) son proyectivos.

Andlogsmente para H(C), consideremos la sucesidn

0 ww= H{C) « BY s DY i 0y

¥ el disgrama

0 === B(C) -3+ 2(C) _ i H(C—= O

i
v k!

O 0



Queremos defiair un epimorfismo Py ¢ Py + Py =3 2Z(C) gque

haga el diagrama conmutativo. En P, el homomorfismo esté

definido por ip; : i -3 Z(C). Ya que P, es proyectivo,

existe un homoﬁorfismo P s P; -3 4{(C) tal que ? B 1
£8to pues nos permite definir el epimorfismo Pgye
Consideremos ahora la sucesidn
QO e 5(C) == C womin Z(C) ==» 0O

donde Z’O)—g%-BfG)c Sea (P‘;)+ el mdculo graduado obte-
pido de Po en la forma (PO ;+l = (P')ﬁ« Utilizando ahe
ra las resolucicnes de 4(C) y B(C) tenemos, de una ma-
nersa andloga:

0 0 ?

} v

Q evo=p .-f::l-é-l’l =g (P]‘*Pl}""‘{Pl:'.{- ey i {Pl)-‘. e o Bl
}

|

O mein Py 3P, ——=in (PG+PO)+(POD+ =3 (P )Y = ©

! )

O s==tn 2(0) =i e e 4 C)
| | ]
& 0

Des .gnemos por P(C) = PO(G) - Pl(_C)D la resolucidn pro-
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yectiva de C, donde P, (C) = (P6+Pg) + (P‘;)+, P, (C)=
(Pi-rPg) + (P]'_)+= Entonces P(C) es un complejo doble,
con diferenciales d' : Pl(c) s Po(c), diferencial ex-
tecrna, y d".: Pi(C) ==—n-Pi(C), i=0,J1, diferencial ex
terna, de tal manera que se tiene
Hy:(C) = G, H(P(C)) ~Z» H(C).

Adem&s puede observarse ficilmente gue los ciclos de P(C)
con respecto a la diferencial interna, forman una resolu-
cién proyectiva sobre los ¢iclos de C, lzs fronteras So-

bre las fronteras de C y la homologia sobre la homologia
de Co. ahora, ya que P(C) —=C es sobre y H(P(C)) =—» H{C),

tenenocs, de

0 ——»TF(C) == P(C) =i G =m0,
(1) H{Homn A(A,P)) i B(ﬂom/\ (a,C))

para un A\ -méculo difersncial graduado y proyectivo 4.

TuOhubia 6. $i /A s hereditario y A proyectivo,

entonces se tiene un isomoriismo

E(Hom A(A,C)) ez H({Hom A(A.,IKC})
Demostracién. Comsideremos F(C), nesolucién proyec

tiva ordiparia de C. Tenemes la sucesidn axacha



0 wr=in Z(P) =P -9‘-:-2'(13) —

donde d : 2'(P) —» B(P) es un isomorfismo; luego 2'(P)

es proyectivo. Zntcaces existe una transfo:-:macién'x:Z'(P)—-"v P

tal que dx = ident., © sea qus P ¥ Z(P)+2°(P), lo que

induce claramente una equivalencia de cadena P —=H(P),

donde H(P) tiene diferencial nuls. Luego O i T i

P «=p H(P) = 0 induce un isomorfismo H(Hom A(MP)) &

= H(HomA(A,H(P))a Utilizando (I) obtenemos la proposicién.
Nota. Obsérvese que el isomorfismo ne es natural.

TuOR«MA 7o Si A = K es un gampo, el isomorfismo de

la proposiciép anterior es natural.

Demostracién. Considérese

O s 5(C) wie ¢ =ilamZ9(C) = O
Pussto que ZYC) es un espacio vectorial, existe u:ZYC) ——-C
tal que ju = ident. : 2'(C) —» %°(C). Consideremos U;s
us dos homomorfismos tales que ,jui = ident. Tenemos asi
O wte Z(C) =5 C g-%: 2(C)
| L \i I

1§
2" 2¢0).

H{C)
bsea cg C, entonces

C —i ¢ = ula(c)é Z(C),
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C ==3 C = uaj(c)e Z(C).
Luego .‘J"((ulmua)J(c)) = f : C—=— H(C) es tal que F(GEC)=0
luego £, = 0y ¥y definimos geHon(C; H (C)), tel que
g{dc) = f£{c); extendemos g a C (sabiezdo que B(C) es
sumando directo de C) cntonces (dg) = f, o sesa W, Uy

inducen el mismo homomoxrfismoe H(C) =~—s= H(C), gq. e. d.

Sea /\ -un anilleo y A, C dos /\mmédulos graduados
diferenciales.

TuORmui 8 51 /\ es hereditario y A 8s proyectivo,

Smy

entonces exisie una sucesidn exacta

g i m}\ (a ko) — H(Hom(4,C)) ~-> Hom AU, H(G))— ©

Demostracidén: Consigeremos las sucesiones exactas

(1) 0 =t Z(4) vmeir A =i Z7(a) =3 0,

(2) Q == B{A) === Z(4) = H(A) —=3»0Q,

siendo ademés la diferencizl d un isomorfismo

£3) d : 4*°(A) == B(a).

Por ser A proyectivo, B(A)C A ¥ f\ hereditaric este
Gltimo isomorfisme implica gue 4'(a) es vambidn proyechi-
vo y por lo tanto la sucesidn (1) se desconpone (splits),

de donde la sucasidén



-

a
A
-

C =i C = uajﬁc)e /AL o3
Luego fﬂ((ulu- 5)3(e)) = £ : C = H(C) ez tal que £{&(C)=0,
luego fo = 0, ¥ definimos geHom(C; H (C)), tal que
g(dc) = £(c); extendemos g a C (sabiendo que B(C) es
sumaado airecto de Ch sntonces (dg) = £, o sea W, Uy

inducen el misme homomorfismo H(C) =3+ H(C), g. 2. d.

Sea /\ un anillo y A, ¢ dos /\-médulos graduados
diferenciales.

TeORumwn 8. Si A es herediftario y A ges proyectivo,

entonces existe una sucesidn exacta

0 =—is Ext}\ (H(AN(O)) === H(Eomfgﬁi,c)) e Ho;nl\(ﬂ(u),ﬂ(_c))w:w 0

Demostracion: Consiceremos las sucesiones exactas

(1) G e G v i B ) et

(2) - O == BA) sm=or Z(4) =3 H(A) ~—3~0,

siendo adem&s la diferenciul d un isomorfismo

{3) d : 4'(A) —= B(a).

Por ser A proyectivo, B(a)CA y N nereditario este
Gltimo isomorfismo implica que 4'(A) es vambidn proyecti-
vo y per lo tanto la sucesion (1) se descompone (splits),

de donde la sucasién



0~ HomA(Z'(A),H(C)) e HomA(A,H(G))—a- Hom/\(Z(A),H(G)) -3
es exacta. De este Oltima obtenemos, tomardo en cuenta que

en el segundo y cuarto grupo d = 0, el tridngulo exacto

(4) Hom (2* (4),H(G)) — . H(Hox A(A2E(G))

N

Hom A(Z(A),H(C)_),

De la sucesidn (2) obtenemos la sucesidn exacta

(5) Q i Hom,\(ﬂ(A)bH(C)) -ﬁ»ﬁora,\(z(a),,}i(c)) B

— Hom (3(a),H(C)) ——-%-Exi:i (H(A) ,H(C)) == 0.

De (3) tenemos

HomA(Z' (A),H(C)) = ﬂcmA(B(A)QE(fC))g

de dounde

ExtlA (4(4),H(C)) = Hom \ ('(4),B(C))/Tm ¥,

¥y por consiguiente o/ es monomorfismo.
Del triangulo exacto (4) resulta gue Imol = K,.e;a?(\a
Finalmsote, sea .{'eHomA(A,E(C})Q Por la definicidn
I WP
df = fd : A == 4 == H(C) .

df idnduce {(ya que ai(4(a)) = ¢) un homomorfismo

£ 1 4'(a) & afl(a) === H(C),
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de donde Xf = f', Demostraremos ahora que

Ker K = HODIA(H(A),H(C))a
Supongamos feKerx, es decir fd = O. Por lo taato,
£(B(a)) = 0, de donde f induce un homomortismo de H(A)
en H(C) es decir, Kerrc HomA(H(A),,H(C))o Supongamos
ahora gé¢ HomA(H(A), H(C)) 1y sea f 1la composicién
z(a) = H(A) =5~ H(C). Tenemos f£(B(a)) =0 y 3 =0
de donde Ker”‘j HomA(H(A),H(C))o Asi pues HomA(H(A),,H(C))
= Karx\ = Im (5,, Qo 8. doe

OBGisRVACION. Hemos definido

Hom , (4(a), H(C)) = 2. i Hom

Yy como si fe Hom (H(A),H(C)), £ = {fn:Hn(A) -"'i"Hn-:rk(C}}

(H(a) s H(C) )k ®

esto nos define una correspoandencia biunivoca
{0 : (1 y
HomA(H(A),H\(,))k —= I, Hom (B (4)5H, £ (C)),
se tiene que
Hom (H(a);4(0)) = 2 1, Hom , (,(a), Hy,, (0)).
De aqui, tomando en cueanta las sucesiones del teorems 8 hig

la (4) obtenemos facilmente gque

et (HA),8000) =20y T aet ) Cap () B (0D

DuFINICLION. o8a A un anillo y A un A ~méanlo



W

graduado diferencial. Definimos un nuevo f\-qnéculo gre-
duado diferencial si, llamado la suspensidn de 4, ea la

forma siguiente:

(BA)Q+1 Aq

¥y cuando un elsmento xefxq lo consideremos como elemeato
de (SA)Q+l 1o designaremos con X' . Definimos
a(x™) = (ax)*.
Definamos también el homomorfismo de suspensidn
B ¢ A i gA
con la férmula
8(x) = (=1)%" si xEL, o

Se define la suspensidn iterada s¥a  como

. k-
s%A = A, skA = a(s 1A)ﬁ
Yy el homcmorfismo
8" & A-m-ﬁ-skk

L - g 5 _‘k hY k{\ vy
oan la forms natural. Lvidentemente s (Aq, = (8 ,L)q_l’k v

i k NI <
también ds™ = (=1)"a8"d.

LEMA 4. 81 F : A === C 2s ua homcmorfisme de gro-

~ k
do k20, entoncse existe un homomoriisme dnice T:87A ==

TGOS BTN £ AT INPRL T W 0 IS ot WL T

de grado cero tal que gﬁ “lﬂﬁE



~

I
SKA et

\/

es conmutativo.
Tomando fx = (=1)%% £ &¥(a) = (~1)%¥% 7£(a), el lema
@8 consecuencia de las definicioaes.
PROPOSICION 6. £8i kg0, eanbonges
HO 4 - k Ny
(_HomA(s A,C)) = H (Hom A(A,C,:,xo
kista resulta del lema anterior, tomando en cuenta gue

= (-1) s¥d.

<

LEMA., 5, 8i f : A = (C 635 un homomorfismo de gradg

k

i
-k <0, entonces existe un homomorfismo Gnico f:A === 5 C

de grado cero, tal guse diagrama

io
B

Af\::———t:::;s

Esie »egulta inmediato tomando I =81,

€8 conmutabivo.

Como ceonsecuancia, obtenemos, igual gue aantes, la

PROPOSICICN 7. Si k20, eatonces

2 e Sy



H®(Hom , (a,8%C) = H (Hom , (4,C)).
A A

DEFINICION. Sea /\ un anillo y A ua A\ -médulo

graduado diferencial., Definimos otro /N|-m6dulo graduado

diferencial c¢A como

(cA)q = Aq + sAq, (suma directa de Aumédulos)

a(x,y*) = (a+(-1)%1y, ayh).
dd = 0 puesto gque
dd(x,y*) = a(dx+(-1)31y,a5") = ((-1)%Pay+(~1)%y,0) = O.

Demostraremos ahora que €A es aciclico. En sfecto,
construysndo

S(x,57) = (=1)3(0,x%) = (0,sx),

tenemos que
ds(x,y*) = a(0,8x) = (~1)494(¢0,x%) = (-x,(-1)%x"),
5a(x,5") = 8(dx+(~1)3 y,dy*) = (-1)371(0,ax" + (-1)%Iyh),
de donde 8d - d5 = ident., g. 8. d.

Por lo tanto resulta inmediata la

PROPOSICION 8. Kl homomorfismo s : A — SA induce un

isomorfismo

s, : H{A) === H(84)

de grado 1.



N

DEFINICIONLS

W(K(A)) = K(sa) ,

W(K(a)) = (K(CA).
La sucesién
O —+ A ~4 CA 3, SA =3 0O
es exacta, siendo i(x) = (x,0), j(x,y") = y* respectiva-
mente la inclueidén y la proyeccidn naturales. Por la exac
titud del functor K, le sucesibn

0 =3 K(A) — W(E(A)) — W(E(A)) —= O.

resulta exacta

TeOReMA 9. Si X es un complejo 8. 8 y A @S5 un com

plejo de cadenas para k>0 se tiene
IT(XK(s58)) ¥ B (om , (C(XDg0))e
Por el teorema 5
J (xQKCS A)) = Ho(ﬂomA(C(x)H‘DB A))
¥ por el lema
H (Hom , (C(X) skﬁ)‘ = Hk(Hom (CCE)iult)
o A AN / A Al sl
THORIMA 10. Si X es un complejo g.s- §y A uo com

plejo de cadenas, para k<£0 se tiene

AR et ST

TN (875%,K(A)) = HS(Hom 4 (C(X)y,4))



De los resultados aateriores se deduce gue

Hk(ﬂomA(C(X)N,A) = HO(HOBIA(C(3GKX)N9A) = J((s™ }F,K(A))o

OBSERVACION. Sea A un subcomplejo del C.s8.8. X ¥
sea C(X,A) el grupo de cadenas relativas. wuntonces el
teorema 5 puede enuaciarse ea la forma

TueOkrtdn 5°. il functor N : Q—w‘a-— 8 induce un isomor

fismo natural

9( : G ((X,4), (r'se)) e HOCHOBI(C(XV’-X)N, rﬂ)°

Suspensidn de un c.8.s5. Sea X un complejo S. So ¥

% un punto bésico: sé€ X o Denotaremos tanbién con %
el punto sge;exqo Definimos la suspensién sX de X co
mo el ¢. S. 8. btal que

(SX)O = {&-}

(squ“_ = {(Sq"“’"xo” xie Xi‘ tal gus a lo sumo una

de las x; no sea el puoto L)é.sico}:,

bo(xq,o & =\:f:(y‘; = C}:q-].’ 4ok & ,:v:o);

}i*_l(xqaoe o ,XO) = (B . ah

z 2 3
i"g”? 2 iel¥gelrceto (0 qu«al)(‘{quiml 2

=

R iopsoee gxo).,, (para <a);

(9

(Como, por la definicion, o bisn —EO:‘:Q‘—"i bien xq_ﬁj_&



debe ser el punto bdsico, el producto (onq_ﬁi)(xq_‘i“l)
significa el primer factor si el segundo es % e inver-

samente.)

bq-'_l(xq,on ° 'xo) = ( quq’nou 9 lel);
los operadores de degeneracidn se definen como

So(xq‘”"xo) = (aa,xq,“.,,xo), (v€ xq+l)

si+l(xq,nco’xo) = (Bixq,oon ,Soxqbl, L xqainl,oou’xo) (iQQ)

TxOkiMA 1l. La suspensidén induce para toda q>»0 un

isomorfismo

8 : Hq(x,*) ——wnHQ+l(sxﬁw) = HQ+l(sx)u

Se define
8 : X = (8X)
como
8(x) = (Xyhyoooyi)s
Come & +transforma simplejos degensrados en degsnera-
dos, induce un honmomorfismo designade también por s,
8 1 Co(X)y == Gy 4 (ek)y
el cual se compruebs fécilmente que es iscmoxrfismo, ya qua

un elenento (xg,agn,xo) es no degenerado si y s6lo si X,

B

no c¢s degenerado. Teaenos ademés
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33_.;( - (B.xa,a,.m,w)

= Bi-bl(xq,*'noo’ﬁ) = Bi+}-sxq’
es decir, sbi = })i_'_ls, de donde,

80=8(Zd 5 (113 =L o113, 48 = -9,

De aqui tenemes, para g>0
. 4
8 ¢ Hq(K) Hq+l(8.‘.{)u
Ya que (.‘.q‘("“)(:D(CQ(}'{))g se tiene si ~ q>0, que
cq(x, Ky = Cq(}i)N v ezndlogamente, para q9# 4, Cq‘e_l(sxﬁ)

= CQ+l(sx)g de donda

Hq(X,t':‘ = ﬁq(x) para q>0,

#

H.q_'_l(s.?{lnw) .Hq+l(ax) para q20

Finelmente, para q = O, consideremos el diagrama

|
k lz
zo(::?;,;-‘)&i = coix}ﬂ —— RE ':)R = ?_.1_(ax)§

X
L3
CO(EBX.'S";‘#':}
i
¥

0

2.



8 X))o Ent s imagen de : g+)
ea (xo) & 2‘1(5" )N Entonces (xg} es imagen de X, € ZQ(} o+,
es decir en el Gltimo rengldén se tiene un epimorfismo, de

donde,

H (X,%) ¥ By (s8X).
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4. Operaciones cohomolégicas

Sea A un grupo graduado diferencial y X un comple-
Jdo simplicial. Definimos
H(X; A) = H°(Hom (C(X)g,A))e
Si Ay = i | Aq =0 para q £ n, se %iene
H°(Hom(C(X)gpA)) = HU(X, A).
Sean 4 y C dos grupos graduados diferenciales. Una
operacidén cohomoldgica relativa a A y C es un functor
T : H(X; 4) == H(X;C)
tal que si f es una transformacidén .8, de X en Y, el

siguiente diagrama sca coamutativo:

H(X; A) ~—iie H(X; C)

Tf* Tfﬁ

H(Y; 4) ——2—3= H(Y; C)

TisOkula 12. Bl conjunto ¢ de opersciones cohomoldgicas

relativas a A, C esté en correspondencia biunivoca con

JT(K(a), K(GY)o

Sea T upa operacidn cobomoldgica dada. Consideremos

el diagrana



fh.D
| W o

BARLR))  ~ese BLAD

C(K(A))y ——> (K(A))g
k ’I“"
¥
A

donde i es el homomorfismo candnico, &€ i, el inducido por

A

el diagrama. kntonces es un homomorfismo de cadena de

Ay
G(K(A))N en A Yy por lo tanto es un O=cociclo de Hom(G(K(A)N,A),,
Designaremos también con 1A a su clase de cohomologia. En-
tonces ’I‘iAéH(Kl(A); ¢) = H°(Hom (C(K(A)N,C)) = JT(K(a),K(C))
¥ la correspondencia €8 T =i TiAD

Sea ahora o e IT(K(A), K(C)). Sea x€H(X, A). Co
mo H(X,A) ¥ JT (X,k(A)), x induce una transformecidén b Bie
de X en K(A) qus designaremos también con x. Definimos
en el diagrama

X =Xy K(4) =—2p K(C),

Tx = x, con Tyxe JT(X,K(C)) = H(X;C). lintonces la corres-
pondencia 88 © == Tda Se comprusba que las dos composicio

nes son las idsntidades respectivas, de donde resulbta la biu

nivocidad.
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Definicidén de ([ ) _y de 2 (7). Sea

T un com-

plejo abeliano de grupos. Dlefinimos otro complejo abelia=

no de grupos x£({") en la forma siguiesnte:

B () = {xel 2,003 2 = 1}, (@20

r T T

8 *x " 8 .a%r

donde x = Xy, = xr.,’ indicando los indiceé9 el grupo al

cual se considera qgue pertenece la x.

Se tiene un homomorfismo S : B([ ) =2 B([7)

5 xy = (8% )gs

y vemos que

-

BOS = ‘5130 = id, Bi-&-ls ™ Bi+280 = Bo‘bia-l = S ai”

de donde resulta que

50 = 5Z(=-1)i§i . Z(ﬂl)i%’inls = - JS.

ks decir, S

es una coantraccidén y por consiguiente (7 )

es aciclico,

Definimos p : & => | con la férmula

p(x,) = onn

Como Taoso = id., resulta ipmediato gue p s un epimor-

)

A
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fismo. Sea L2 (M) = Ker (p:&(T) — 7). Zatonces
PROPOSICION 9. - 5i A es up compledjo de gadenas,
L) (E(8A)) = K(A).

Para la demostrac.‘ién de esta proposicidn pueds consul
tarse [4].

Sea T:H(X,A) =+ H(X,C) una operacién cohomoldgica re
lativa a A, C, y ole TV(K(a), K(C)) 1la clase que la repre
senta. intonces o©of determina un elemento

L2 (ot ) € I (L2(K(A)) L2 (K(C)),
la cual determina una operacidn cohomoldgica
L2(T) : H(X,L2(K(A)) —3 H(X,L2(K(C)),
llamada la suspensidn de 7.

kn particular, si T es una operacidén cohomoldgica re

‘lativa a sA&, sC entoaoces por la proposicidén 9, f2 (T) es

una operacidén cohomoldgica relativa a A y GC.

LEMA ©. La proyeccidén p es una transformacidn fibran

.6 -] q e o 0 - ‘8 00 9 m
Demostracidn. Sean Joo Ve d Tipel? .Y

- h'q( )

tales que p(yi) = Eix, es decir, @ o¥i ® Bix y ademas,

tales que O, = .ad_lyi (i< j)e be aqui,

J.‘Yi



hai+1. Iy = 53 Iie
Sean y'o = Xy ¥'y = Fgreeer F'x = T 3s g * Tarrooy
Tq+2 = yQ+le rq+l° Por ser r de Kan, existe 2 € \"wz
tal que Biz = y';jo Por lo tanto Boz = X. Ademés 3z €
Eq+2(r) ya que

B]f 3 ‘Bq+l(aq+lz) = BZL" . '3q+lyq+l

Bl”“aq+lcaq+2“) 3 BII.”"aC.!;+l’-)r'€l‘*'5-’-

T R

g+2

con lo gue gqueda demostrado el lema.
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2. Operaciones cohomoldgicas aditivas.

Sean A, B dos complejos de cadenus, X, y dos ele-
mentos de H(X,A) = H® (Hom (C(XN,A)o Por el teorema 5,
X, ¥y determinan dos elementos X(x), K(y)e IT(X,K(A)).

Consideremos el diagrama
X -85 xxg KEXKGDL geayer(a) —Ls K(a)

donde © es la transformacidn diagonal y \f la operacibdn

de grupo.

LEMA 7. in sl diagrama anterior se tiene

K(x+y) = AP (K(x)xK(y))®,
kn efecto, sea b€ X. Lntonces
PE()xK(y))eb = W (K(xxK(y))(b,b) =(K(x)(b);K(y)(B)) =
= (K(x(B)),K(y(D)) = K(x(b)) + K(y(b)) = K(x(b) + y(b))

= K((x+y)b) = K(x+y)(b).

TEOLEMA 1%5. Una operacidén cohomoldgica

T : H(X,A) ~=2 H(X,B)

es aditiva si y 80lo si el diagrama
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Ofp * %y,

K(A)XK(A) &= 2 K(B)xK(B)
I‘P l*f
o{T
K(A) > K(B)

£5 commutativo, excepto por homotopias, donde ol IT(K(a),K(B))
representa la transformacidn s. s. gue segln el teorema 12

corresponde a T-

Demostracidn. Del diagrama

N(oL)
(.‘.(}{)nl —e A S AT

'

xeco(x) 2B ka) I x(B)

tenemos. T(x) = N(®p)x, o bien K(T(x)) = & K(x). A&si
pues, |
K(D(xry)) = olgk(xez) = of 3P (KCGOXK(y))o
KCT(x)+T(y)) =y K(T(x) % K(T(y)) )@=\ o (K (x) ¥/ K (y))®
= "-f ( ’-‘fT"“T) (K(x)2K(y))e,
de donde K(T(x+y)) es homotdpico a K(T(x)+PT(y)) si y sélo
8i olTﬁf es homotdpico a Y (OlT“ °<T)o Ademas por el heo-
rema 5, K(T(x+y)) es bomotdpico a K(T(x)+T(y)) si y sblo
si T(x+Y) es homdlogo a T(x) + T(y), coa lo cual gueda

demostrade el bteorems.
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wea ahora X un ¢. 8. 8. de Kan, # un simplejo de xou
Supondremos X conexo. Recordamos gue con
Y = (XQ,‘)(IQO)
se designa al c. 8. 8. definido como sigue:
Yq consta de las transformaciones &. s.
£ 3 (A;I,AQX(O)) — (X,u),
donde los operadores faciales y de degeneracién son
air = f(')\ixld.,),
Sif = f(?l’kldo).
Sea. p' : ¥ = X la transformacidn definida por
2'(£) = £((0,00-5), 831).

Lkva 8, Y &s un ¢. 8. 8. contractible, p' gs fibran

te y ls fibra s

£ (%y8) = (X))
La demostracidn, excepto la contractibilidad, puede ver
se en [4] Cap. la, teor. 4.

LEMA 9. Siendo [~ un complejo de grupos, (2 (M) x

&

0 (") son del mismo tipo de homotopia.

Por ser w([ ) contractiole y p, p' fibrantes, pue-
de demostrarse que toda transformacidn de [~ = |  pueds

levantarse a una traansformecidn de fibrados:
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B(T) =~—=> ¥

=

Por lo tanto se tiens una transformacibn eatre las sucesio

nes exactas de homotopia:

-—-'—GT(Q&(I'),l) s TI(1(T"),1) = O ——r-‘JT(r#‘,l) — 0
=4
eoo —=TI(Q(I7),1) —= (Yfl) = 0 —=J1(,1) =0

donde (I ,1) —»TT(I,1) es el isomorfismo iaducido por
la identidad de | en [T . Como 9T(Y¥,1) = O, tenemos dos
isomorfismos consecutivos, de donde el restante vertical lo

es también, y por el teorema de Whitehead semisimplicializa-
do resultan £2 () 3y (2°(7) del mismo tipo de homotopia.

TEOREMA 14. La suspensién de una operacidm cohomolégi

ca gs una operacicn cobomolodgica aditiva.

Construyemes primerc una operacidn de muluiplicacidn pa

ra £)'(X). Coasiueremos el G. S. Ss

U= (X:x)(A?”Ag)

donde. ZSg es el O-esqueleto (s.s.) de zs?, Sean

o Aqul wwﬁqu o i=0,1,2
las transformaciones s. s. definidas por

cgi = (iaox?\i)o



Puede denmostrarse el

LEMA 10, La transformacién IV :U —= (Q'(X)x'(X)

definida por

ﬁr(f) = (f Ofos f°<2)

es fibrante, con fibra contractible.

De aqui debe demostrarse que existe una sola clase de
homotopia de secciones {XS . Sea @ : U = (2'(X) defi

nida por e(f) = f(ﬂl_o Obtenemos un diagrama

L2 (X)) » QL (X) _X_:.._‘_?':__.,, U =z Q' (X)

La composicidn ex es la operacidn mencionada.

Se debe demostrar también que si X = [ es un comple
jo de grupos, entonces K((Jg) es homotdpica a la operacidn
ya menciopuda antes. Pasemos al teorsma.

Sea T una operacidn cohomolbgica relativa a A4 y B,
NT : K(A) =3~ K(B) ua elemento de la clase gue representa
I N N(OlT) : A =3B la transformacién s. s. respec
tiva. sntonces f da lugar al siguieate diagrama coamuta—-

tivo
Q' =L,  oa)

! |
Ua ;JE-

i} FHT

0 (A=) SELLLEQ UL o (3)x (D),
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del cual por el lema 9 y por las observaciones anteriores

i

se pasa al diagrama conmutativo

k() K= XM, ¢ o (p))

K T

A % o
R(QA))xk(Q(n)) —EEL—LHE) o () )xK(£2(B))

¥ por el teorema 13 queda demostrado el teorema l4.
THEOREMA 15. Sea Oy : K(9 ,n) ~= K(G,q) una opera-

cién cohomoldiica y pG = O. sntonces T g8 la suspensidn

P

de una operacién cohomolégica T':

oIT. : K91 ,n+l) == K(G,q+1),
La demostracidén pusde verse en [11,
LiMa 11, Sea [ un complejo de grupos abelianos. Ln-

tonces existe un homomorfismo 8. S.

w—

£ T —=T1 KT, (T)n)

que es una equivalencia homotopica.
Para la demostracién ver [3]. Con esto podemos demos-
trar un teorema que generalice al 15.

TEOREMA 16. Sea T una operacidén cohomoldgica relat%

va a 4, B Yy supongamos gus

T es aditiva



P
A
o

B, = 0, pB =0 (p un primo)

Entonces T es la suspensidn de una operacidn cohomolégica

aditiva T' relativa a sA, sB.

Consideremos el elemento oln& IT(K(a), K(B)) corres-
poadiente a T. Por el lema 11, K(A) es homotdpicamente
equivalente a ﬂmK(ﬂm(K(A)),m) y K(B) es homoté4picamen

te equivalente a ” K(‘Tln(K(B)),n)o Por consiguiente, ya
n

que 91n(K(A)) = H (4),

M)k 5 11 (RE ()4m), K(Hy(B),n)).

m,0
Como O(T es aditiva cada uno de los factores lo es y ubtili
zando el teorema 15, resulta que O(I, es suspensidn.

Ba [5] puede encontrarse el ejemplo de una operacién
cohomolégica aditiva que po es suspensidén. Daremos la cons-
truccidén. Sea n impar y p # 2, primo. Sea i€ Hn('ngn:zp)
el generador candnico y $* el Bockstein correspondiente a
1a SuCesSidn 0 == 2 =hor 7 =i Z == Q. Consideremos el pro
ducto (S*in)Peﬂ(n+l>p(ZP,n;Z)u la operacién T determi-

nada por este elemento es aditiva pero no es la suspensién

de otra operacibn.

En [1] puede encoatrazrse también el siguiente resultado.



TEOREMA 17. Sea G un grupo tal gue pG = 0. Sea

ol € H3*(TM,n;6), con kg(p-l)n. Si of es aditiva,

existe una sola operacidén cohomolégica @ € Hn+k"'l(flT ,0+1;G)

tal que g-*((z,) Sibls
Sea ahora T una operacidén cohomoldgica relativa a A,

sB. Consideremos el diagrama

B

1 K(8)

-3 W(K(B))

K(A) —Lt—s K(8B),

donde 4, es el espacio fibrado inducido por Olpe Nos prg
guatamos, cuanuao podemos introducir una estructura de l-espa
cios en idno La respuesta es:

THOREMA 18. £y es un H-espacio (s.s.) si J s6lo si T

es una operacidn cohomoldgica aditiva.

Introduzcamos primero la desviacidn a que una operacidn
O(T : K(A) == K(8B) sea aditiva. Consideremos

O * Xy
KC(A)RK(A) = =3 K(8B)xK(sB)

By Ll

REnY e (5B
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y sea DT : K(A)*K(A) = K(8B) definida por
DT(x,y) = [_'\f‘(o{Txo(T)(x,y)] [_O{th(x,y)]-ln
Entonces el teorema 18 puede reenunciarse en la forma
THOREMA 18'. Bn es un H-espacio si y sélo si DT es
homotdpico a cero.
Supongamos que DT es homotépico a cero. Hntonces en

el diagrama

K(A)XK(A) ~-2Les R(sB)

existe ’>\ que lo hace conmutativo. Recordemos que (ET)q

= { (%,7)] x €W(K(B))» y€ K(A), Sp(y) =TT (x)}
Definimos
"
con la férmula
F’A ((xy7),(x" 95“)) e (xx’ ’A(yyo)syy“ ) GET"
(Vemos pues que la estructura de H-espacio en E’T no es
Ginica, es més, las posibles estructuras en Eq, estén en co

rrespondencia biunfvoca con MM (K(AIXE(A),K(B)).)

Reciprocamente supongamos que ET es un H-espacio-
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Consideremos

ETXE? W(R(B))xW(K(B))

l !

Ey =i~ W(K(B))

Puesto que W(E(B)) y W(K(B))x#(K(B)) son contractibles

la transformaciénm Txl 2 Bip® 5, e W(K(B))W(XK(B)) hace con-
mutativo el diagrama médulo homotopia. Claramente es una trans
‘rormacién de espacios fibrados, lo gue hace que, al conside-

rar las bases de los correspondientes espacios fibrados ob-

tengamos
% O
K(ARK(A) e K (SB)XK(SB)
b i b

K(A) - I . x(sB),

coomutativo médulo homotopia, luego T es aditiva § DT es

homotépica a cero.



